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1 INTRODUCAO AO SCILAB

O programa SCILAB é um ambiente apropriado ao desenvolvimento de software para computacao
numérica. Esse programa foi concebido e € mantido pelo Institut de Recherche en Informatique et en
Automatique (INRIA). O objetivo desta etapa do curso é apresentar os comandos basicos necessérios ao
desenvolvimento de programas simples, relativos aos algoritmos dos métodos numéricos estudados nas
demais etapas desta disciplina

As principais caracteristicas que fazem o Scilab uma ferramenta de grande utilidade no aprendizado

dos métodos numéricos, sao:

a) Interatividade com o usuario;

b) Grande habilidade em operagBes com matrizes e vetores;

¢) Simplicidade de programacéo;

d) Existéncia de toolboxes, com diversos métodos ja programados, permitindo uma validagdo dos
resultados obtidos com os programas desenvolvidos pelos estudantes;

e) Distribuicdo gratuita.

1.1 Geracdo de Matrizes

A geracdo de matrizes pode ser feita através de:

Lista de elementos
Exemplo:
A=[123;456,789
A=
1123
145 6!
1789
Geracdo por comandos e fungdes
Exemplos:
x = [-1.3 sqrt(3) (1+2+3)* 4/5] ¢—
X =

1-1.3 1.7320508 4.8!

x(5) = abs(x(1)), obtendo-se:
X =

1-1.3 1.7320508 4.8 0. 1.3!

-+ Scilab =1E3

File Edit Control Demos  Graphic Window 0 Help  Editor
========== A
scilab-2.7.2

Copyright (C) 1989-20883 INHRIA/ENPC

Startup execution:
loading initial environment

-->a = [1,2,3
——>4,5,6
--»7,8,9]

i 2

1. 2. 3.
4 L 5. 6. ¢
7 8 9
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1.2 Variaveis
Varidvel = expressao
12.4/6.9
ans =
1.7971014
s=1-1/2+1/3-1/4+1/5-1/6+1/7...

-1/8+1/9-1/10;

 Scilab
File Edit Control Demos
Graphic Window 0 Help  Editor

——>12.4/6.9
ans =

1.7971014

-=»5 = 1-1/2+1/3-1/74+1/5_ .
—=>-176+1/7-1/8+1/79-1/18;

-->

<

... 7 Continua uma expressao em outralinha

; ? Ao fina de umaexpressdo o cllculo éfeito mas o resultado ndo é apresentado

O nome de uma variavel pode ter no maximo 24 caracteres e 0 primeiro caracter tem que ser uma

letra

O SCILAB naformanormal é*“case-sentive” —variavel A é diferente de a.

1.3 Comandos Elementares

whos ()
clear
who

predef

® Listaedimensionaasvariaveis

® Listaasvariaveis

1.4 NuUmeros e Expressoes Aritméticas

Representacéo: 3, -3, 0.0001, 5.0e-20, 2.1e20

NUmeros complexos: %i = sgrt(-1): z = 3 + 4*%i;

® Remove todas as variaveis do espago de trabalho

® Predefine e protege variaveis, evitando de ser excluidas com clear.

Os célculos sdo feitos internamente com 16 digitos significativos (dupla preciséo).

Operadores Aritméticos
+7? Adicdo
- ? Subtracdo
* 2 Multiplicagéo
/? Divisdo adireita
\? Divisdo aesgquerda

~?  Potenciagdo

+ Seilab

+ Seilab

FEX
File Edit Control

Graphic Window 0
Help  Editor

Cermos

-—>2+8-%
ans =

EBX

File Edit Control
Graphic \Window 0
Help  Editor

-->u72 »
ans =

Cernos
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1.5 Formato de Saida

Yopi
Y%opi =

3.1415927

format ([type], [long])

type: “€” (exponencial) ou “v”
(variavel default)

-->18/3
ans =

3.3333333

——>Format{"'e™ ,2);
ans =

3.3E+88

File Edit Control Demos  Graphic Window 0 Help  Editor

scilab-2_.7.2

Copyright (C) 1989-28683 INRIA/ENPC

Startup execution:
leoading initial enpvironment

1873

——>Format{''v",15); 18/3
ans =
long: n° maximo de digitos S Risaisaansag
(default: 8)
£
1.6 Outros Comandos
help: Informa sobre os comandos e fungdes do SCILAB.
Ex.: helpinv, help help
quit: Encerra o Scilab. (quit ou exit)
save; Gravavariaveis em um arquivo

Ex.: save('varsalva, @) ? Grava a variavel a no arquivo ‘varsalva

load: Carrega as variaveis do arquivo.

Ex. load varsalva

1.7 Operacoes com Matrizes

Transposta de uma matriz:

B=A

Adicéo e Subtracéo: C=A+B

Multiplicagéo: C=A*B, C=a* A

Divisdo:

o Divisdo aesguerda: x = A\B solugdodea* X =B

o Divisdoadireita X = A/B solugdiodex* A=B

Obs.: A matriz deve ser quadrada com get(a): o
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1.8 Operacdes Elemento a Elemento

Multiplicag8o: z = x.*y
Ex.l:c/x=[123]; y=[456];

Z=X*y
Z=
1410 18!

Ex.22x,=[123];
uns=ones (size(x;) =[111]

& ez
x1=uns*x1=glal 2 3]:%[ 2 33
&g g 2 3y

e

x,=[4 5 6], xzzxz*uns:é%g
68

€2 32 32u

! & u
X\ ¥ X =2 32 320 X -*X=g 10 15;
€& E

B2 32 324

Divisdo: z=x.\y ouz =y./X
Ex..c/x=[123]; y=[456];
z=x\y
Z=

14.0000 2.5000 2.0000!

Poténcia: z=x."y
Ex.. ¢/x=[123]; y=[456];
zZ=XxNy
zZ=

11 32 729!
zZ=Xx"2
Z=

1149
z=2Nxy]

Z=
124816 32 64!

¢
1=
&6

Computagdo Numérica




1.9 Operadores Relacionais

i

Previous

EBEX

Options. .. I Copy

Index

Chapterz | Feload

< Menor que

<= Menor ou igual .
> Maior que

>= Maior ou igual

== Igual

~= Diferente

1.10 Operadores Légicos

& and
| or

not

Programming
Crraphics Lib

Input/Catpat Functions

Handling of functions and libraries
Character string manipulations

Dralogs

Uhtilities

Linear slgebra

Folynomial calculations

General 3ystemn and Control

Fobust control toolbox

Optirnization and sirmalation

Rignal Processing toolbox

Arma modelization and simulation toolbozx
Ifietanet: graph and networls toolbos
Scicos: Bloc diagrarn editor and sirmulator
Bound file handling

Langmuage or data translations

PV parallel toolbox

TdCz

TCL/Tk interface

Statistics

Cumulative Distribution Functions; Inverses, grand
Identification

1.11 Funcoes Elementares

Através do comando HELP do Scilab tem-
se acesso a uma lista de funcbes elementares
(Elementary Functions), cada uma
acompanhada de uma breve descricéo

Ex.: sin, cos, abs, log, exp, etc.

1.12 Vetorese Subscritos

Geracdo automética: x = xi : dx : xf
Ex:x=15® x=[12345]
Ex.:x=3-1:1 ® x=[321]

Ex.:x=0:0.1:0.2 ® x=[00.10.2]

1.13 Geracdo de Tabelas de Valores

{ Elementary Functions

Previoug | Mest | Chapters | Reload Dptions...‘ Copy | Quit

ﬂ coty - corugate

cos - cosine function

cosh - hyperbolic costne
coshm - matrix hyperbolic cosine
COSM - tnatrix cosine function
cotg - cotangent

coth - byperbolic cotangent
cothn - matrx hyperbolic cotangent
curnprod - cutmilative product
cumsum - cumulative sum
delip - elliptic integral
diag - diagonal inchuding or extracting
diff - Difference and discrete derivative
dlgarnma - derivative of garmenaln fanction, pei function
double - conversion from mnteger to double precision representation
dzearch - dichotornic (hiteay) search
erf - The error function.
erfc - The complementary error function.
erfex - sealed complementary error function.
eval - evaluation of a matrix of strings
eve - identity roatrix
| fizz - rounding towards zero

Dados dois vetores colunas X ey gera-se uma matriz [X y]

Ex.: [0:0.1:0.5]" ; y=[x*sn(X)]; [xV]

.0099833
.0397339
.0886561
1557673
2397128
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1.14 Manipulacdo de Linhas e Colunas de Matrizes

O SCILAB apresenta grande facilidade na manipulacdo de vetores e matrizes, como mostra 0s
exempl os abaixo:

Sejam A e B matrizes quadradas de ordem 10, ent&o:

A(1:5,3) ® Apresenta5 elementos da 32 colunade A.

A(:,3) ® Apresentaa 32colunadeA.

A(1:5)) ® Apresentaas5 primeiraslinhasde A.

A(1:5,7:10) ® Apresenta as 5 primeiras linhas e as 4 Ultimas colunas de A, ou sgja,

apresenta uma sub-matriz de A contendo os 4 Ultimos elementos de cada umadas 5 primeiras linhas.

A(:,[3510])=B(:,1:3)® Substitui a 3? 52e 10? colunas de A pelas 3 primeiras colunas de B.

b=A() ® Colocatodos os elementos da matriz A em um vetor coluna.
x=[] ® Representa uma matriz vazia (dimensdo zero).
AG 24D =11 ® Apagaascolunas2e4.(A=[] apagatoda matriz).
size(A) ® Fornece adimensdo damatriz; Ex.: [m n] = size(A).
A=[123456,789]; B=[AGL)A(3)] MLy (=1
B = Eile Edit Control Demos  Graphic Window O Help  Editor
- -->a1=1:5;a2=a1" ;A=a2%a1 £
1. 3! A3 ==
14, 6.! A 2 3. n. . e
17. 9.1 t 2. 4. 6. 8. 10. ¢
H 3. 6. 9. 12. 15 ¢
H L' 8. 12. 16. 28. ¢
A =[A;[10 11 12]] 't 5, 18. 15. 20. 25. 1t
_ ——>A{2:4,2:4)
A= ans =
11 2 3 s A e
14 5 6 PR Pl
17 8 9
110 11 12! i
) ) t 3 6 9 12 15, ¢
1.15 Polindmios
Folnomios Ly =
< >

x = poly(0, “x") ® Define x como variavel.

p = paly(v, “x”, “flag”) ® Define p como um polindmio em x.
onde:

“flag” = “coeff” ou “roots’

v € um vetor contendo os coeficientes ou as raizes do polindmio

Computagdo Numérica 9




Ex.: Dado p = y*-6y*-72y-27; paraencontrar as raizes de p fazemos:

p = poly([-27 -72 -6 1], “y", “coeff")

- Scilab =13
r= rOOtS(p) File Edt Control Demos Graphic'Window O Help  Editor
oo _ ) -->p = poly([-27 -72 -6 1], "y", “coeFf") ©
Para encontrar o polindmio a partir das raizes faz-se: p =
— “ i1l 13 il 2 3
g = poly(r, “y”, “roots”) - 27 -7y - by + y
_ -—»r= roots{p)
q= ro=
e ey 2.3 t - .3883838 ¢
27-72y -6y “+y t - 5.7345099 ¢

H 12.122894 ¢
Para calcular o valor do polindmio para um | s
determinado valor dey, faz-se: horner(p, num), ¢/ num = |99

valor desgjado paray. Para calcular os vaores do
polindmio para diversos valores de y, faz-se: horner(p,
nums) ¢/ nums = vetor com os diversos valores desejados

__)_
paray. e .

2 3
-2 - 72y -6y + y

1%

1.16 Recursos Gréaficos

O SCILAB dispde de excelentes recursos gréficos permitindo a geragdo de gréficos 2D e 3D, dém de
uma série de outros recursos.

plot(y) ® Plotao vetor y em funggo dos indices dos dementos dey.
plot(x,y) ® Plotao vetory em fungdo do vetor x
plot(x,y,[xcap, ycap, caption])

onde: x cap® Titulodoeixox; y cap® Titulo do eixoy; caption ® Titulo do gréfico
EE=

Ak Edt Control Demos Graphicisindos 0 Help  Edioe
seilab-2.3.2
Copyright (C) 1989-20A3 THRIA/EHPC

lstartup execution:
lpading initial enwironnemt

——Su=-2+Tpi :Epi/P0:2e%pi pplet{x,sinfx) Feive " Peive yo "Crifico do Seno™)

BE geom LnZoom 30 Rk,

oo e Bea
L1 =

na] J//r

s

4]

0]

3
24
FYE
a4
24 f#/EJ sizm
L9

I = 3 A L H i 7

| EE3
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By=1ES

1.17 Comandos para Controle de Fluxo

File Edit Control Demos Graphic Window 0 Help  Editor
sesssoeooe P
scilab-2.7.2 y
comando for Copyright (C} 1989-2882 IHRIAJEHPC
Ex.:
m=3: Startup execution:
! 1loading initial environment
n=3: --»>m=3;n=3;
-—>for i=1:m
i=1- --»for j=1:=n
fori=l:m -—2A{1,§)=1/{i+j-1);
——>end
for j=L:n B
-—>A
A(i))=U(i+-1); B
1 1. b -3333333 *
# B .3333333 .25 #
end H .3333333 .25 .2 t
o
end £l >
comando While  Scilab M=
File Edit Control Demos Graphic Window 0 Help  Editor
Ex.: _ >n=1: x
.. -->while sqrt{n)<30
n=1; ——»*n=n+1;
-—>end
while sgrt(n)<30 s
n =
n=n+1;
opa. k-
end < | >
comando if +scilab [2 )@ sciab  [2]B)X]
Eile Edit Control Demos Eile Edit Control Demos
Ex.: Graphic Window 0 Help Graphic Window 0 Help
Editor Editor
if n<O -—>n=-2; 5 —->n=5; 5
——3if n<@ - --»if n<@
a—-n, ——>a=-n: ——>a=-n;
-->else __29159
——>a=n; -—ra=n;
else -->end ——>end
a=n; -->a -—ra
a = di &=
end 2. 5.
w w
£ > | >

1.18 Programando no SCILAB

O SCILAB possui uma linguagem propria de programacdo sendo 0s programas armazenados em
arquivos .sci ou .sce. Os programas sao escritos, utilizando um editor de textos ASCII qualquer, como,
por exemplo, o bloco de notas. Nas versdes mais recentes, o SCILAB traz seu préprio editor ASCII, o
SciPad, basta clicar sobre aop¢do EDITOR, dabarra de menu do SCILAB.
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Ex.: Programa paratragar a curva do seno de a*t.

plotseno.sci

/l Este programatraca o grafico da fungdo y = seno(a*t)
/I A variavel a deve estar definida no espaco de trabalho
t =[0:0.1:2*%pi];

y =sin(a*t);

plot(t,y, “t","y", “Graficodo Senodea* t")

' SciPad - C:/SciencefSciprogs/plotseno.sci

File Edit Search Windows Options Loadinto Scilab  Help

[0:0.1:2*%pdi];
sin(a*t) ;
lot (t, v, "t", "y", "Grafico do Seno de a * t"b

=
¥
P

-
»

L

!' Lire: & Colurnr; 43 _'

No ambiente SCILAB digitam-se os comandos:
-->a=1; exec(“plotseno.sci”)

O SCILAB abre umajanela graficana qual € mostrada avariagdo dey com t.

- ScilabGraphicO =13
File Zoom UnZoom 3D Rat.

Grifico do Seno de a %t

10
0.5
0.6
0.4

0.2

-0.2
-0.4 -
0.6

-0 "

-1.0 T T T T T T

Réa'd.y

1.19 Funcéesno SCILAB

O SCILAB disp8e de um grande nimero de fungdes, que nada mais sdo do que programas com
entrada de dados via argumentos. Ex.: sin(x).
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E possivel criar novas fungdes, basta editar um arquivo e escrever um programa como mostra o
exemplo abaixo.

Ex.: Fungdo para calculo damédia

media.sce

function y = media(x)

I/ Esta func¢éo calcula a média dos elementos de um vetor
I/ ou o valor médio dos elementos de cada coluna

/l deuma matriz

[m,n] = size(x);

ifm==
m=n;
end
y = sum(x)/m;
endfunction * Scilab
. . - Eile Edit Control Demos
Pode-se, em seguida, utilizar essa funcéo: Graphic Window D Help Editor

_> getf mediasce -->getf media.sce

——»z=1:99;media(z)

-->7 =1:99; media(z) ans =
50.
ans= .
50. . . b

Computagdo Numérica 13




2 REPRESENTACAO NUMERICA E ERROS

2.1 Introducdo e Definicoes

Fases do processo de solucéo de um problemareal:

Problema | Modeo Modelo R _
Red | Matemético Numérico Alaoritmo

A\ 4
N Implementacdo
Solugao Computacional

Na passagem de cada fase para a fase seguinte é inevitével que erros sgjam incorporados.

Por exemplo, a transformagao do problema real em um modelo matematico introduz erros devido a
desconsideracdo de fendmenos com grau de incerteza el evado (resisténcia do ar, velocidade do vento).

Ja nas transformag0es entre as etapas designadas por (b), (c), (d) e (e) existe um outro tipo de erro
associado:

O erro numérico. Esse erro depende fundamentalmente do tipo de representacdo numérica, bem
como do volume de cél cul os efetuado.

O erro numérico pode ser forma mente definido como: Ev = Valor verdadeiro — Vaor aproximado.
Podendo ser classificado como:

- Erro de truncamento: € decorrente da representagdo de um processo infinito através de um processo
finito.

EX.: A avaliagdo de fungGes “implicitas’ em computadores, tais como: exponencial, funcdes
trigonométricas, etc., é realizada através do seu desenvolvimento em série de Taylor:

h? h® h"

f(x+h)=f(x)+ f¢x)h+ fd(x)§+ ftl(x)§+~-+ f(”)(x)—'
: : n:

- Erro de arredondamento: € proveniente da representacao finita de um nimero em um computador.

O arredondamento pode ser efetuado de duas formas: descarte, ou, assumindo o numero
significativo mais préximo.

A representaco cientifica de um nimero é feitanaforma
X® m” b
onde:

m? mantissa
b ? base
e ? expoente
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2.2 Mudanca de Base

112
5] 2
a) 11, =7, @ 5| 2
(o) 1
b 11, =1011, =1" 2°+0" 2% +1" 2" +1" 2° ‘L
b) 065, =2, 065 0,3 06 02 0.4 0.8 06
2 2 2 2 2 2 p

b 0,65,, = 0101001 -, @30 @6 @2 04 08 Q6 02

C) 11,25, =11+0,25 0,25 0,50
2 2
b 0,01, 0,50 00

11,25,, =1011, +0,01, =1011,01,

101101 =1 2+0 22+1 2'+1 2+0 241 22=
=8+ 0+ 2+ 1+ 0 +025=1125,

2.3 Representacdo Numérica

éd, d d u
Representag&o Geral: X:i(%+b—22+-~-+b—ttL:|><be
e u

onde:

d ? interos/ 0£d, £b-1; 1=12,---,n
t ? n°dedigitos significativos

e? expoente; € £ €E €

Ex1: Para b =10

64 1 50
0415, =+5—+—+—;X10" p _ cg2_€4 1 50 .,
0 810 102 103 H 41,510 = 0,41510 10° = 8’\7]_0 + 7102 +7]_O3 HX_I_O

Ex2: A representacZo binaria do decimal 5& 101, =1" 2°+0" 2' +1" 2° =5 .

. 21 0 1y
De acordo com a representacéo geral, tem-se: 101, = 0,101, 2% = &+ —l?|>Q3 , onde

g2 22 2°H

0 expoente 3 pode ainda ser escrito naformabindria: 3;, =11,.
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Assim, o nimero 5 pode ser caracterizado, naformabinaria, pelo vetor:

+11|01)+ |11

mantissa exp oente

O sinal + ou — pode ser caracterizado por mais um digito (bit); adota-se 0 para+ e 1 para-. Assim:;

0O/1{0(1j0j1|1

mantissa expoente

Ex3: Uma calculadora possui um sistema de representacio numérica de base b =2, comt = 10

algarismos significativos da mantissa e expoentes inferior e superior g = -15 e e, = 15, respectivamente.
Verificar o n° de bits necessarios a representacao de um ndmero, p. ex., 25.

mant exp

—— —=
25,, =11001, =0,11001, " 2° =0,11001, " 2'*

O méaximo valor absoluto de expoente a ser representado é 15, = 1111,. Portanto, para 0 expoente,
devem ser reservados 04 bits e mais 01 para o seu sinal. Contando com o bit do sinal da mantissa e com
0s 10 algarismos significativos, tem-se um total de 16 bits. A representacéo do nimero 25 ficaria:

@11 olo[1]o]o]0o]o0 o@o 1]/0[1] p 01100100000 2%

— —
sinal snal

O maior niimero com representacio possivel nessamaguinaé 0,1111111111>" = 32736, .

2.4 Arredondamento

E importante observar que, nem todos os nimeros reais podem ser representados através do sistema
acima. Por exemplo, 0 nimero 17 pode ser representado na seguinte forma:

17,, =10001=0,10001" 2** o [0[[1]0[0[0]1 @ ol1]o0]1

O numero, imediatamente superior a 17, que pode ser representado, nesse sistema, &

0,1000100001'21010@1 ololof1]ofolo]0 1@0 1/0]1

5

que correspondea 17 + % =17,0313.

Portanto, 0 nimero 17,03 ndo pode ser representado de forma exata neste sistema. Nesse caso a
representacdo é feita assumindo-se o nimero significativo mais préximo: 17 + ZI/ 2°.

2.5 Precisao
Define o nimero de casas decimais exatas da mantissa. E determinada pelo Gltimo bit da mantissa.
No caso acima, tem-se:

precisio E% =2—]1'0 »107°
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Exercicio: Uma maquina de 16 bits possui b = 4 et = 10. Determinar:

a) O maior nimero que pode ser representado na maquing;
b) A sua precisdo.
¢) Representar o nimero 15,25 nessa maguina.

Solugéo:

16 bits (]
t=10 %p L] |

Logo, como b =4 (b — 1 = 3), os valores maximo e minimo para 0 expoente serdo, respectivamente:

0]/ 3|3[3|3| e 13333

€, 0 maior nimero que pode ser representado nesta maquina &

@3333333333@3333

que equivale:

&8, 3, 3,3, 3, 3,3 3 3, 3u

-ttt 4t

+— 4P
84 42 43 44 45 46 47 48 49 410 H

X = (374 +354° + 3547 +354° +354° + 354" + 354 +354 + 3 +3:4° x4 10 54° b

X = [L.048.575 4 054 » 154° B (X » 4°

é 3, 3 3u
onde: €= 45 t—+—+—
g & 4§ 4f

o =[3><43+3>«42+3><41 +34° 444’ b [e=2554 * 4" = 255

10go: | Xpayx > 475 =3,3520" 10™°

. 1 1 S )
A precisdo da méaquina em questdo é dada por: [Preciséo £ Bt = yel =9,5367 " 107 »10°°
O nimero 15,25 é representado nessa maquina, por:
15 | 4 0,25
|TI3 15,=33,[e|” 4 P 0,25, =01,
1,00

logo: 15,25, =331, = (0,331 4?),|- [[0] 3] 3]1] 0] o[ o[ 0] 0] 0] 0] 0][ 0] 0] 0] 2
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3 SISTEMA DE EQUACOESAL GEBRICASLINEARES

3.1 Introducdo

S30 inlmeros os problemas de engenharia que recaem na solugdo de um sistema de equactes
lineares.

Como exemplos, podemos citar:

O céculo de esforgos em problemas de estética;

O céculo de tensdes e correntes em um circuito elétrico composto por elementos lineares;
O balanco de massa em sistemas fisicos lineares;

A solugdo de equaces diferenciais lineares por métodos numéricos como elementos finitos
e dlferengasflnltas etc.

3.2 Formulacéo

a,xl+a,x2+..+a,x, =b,

1n“*n

a, X2+a,,x2+..+a, X =hb,

2n*n

Formageral: a31x1+ anpxX2+..+agx, =b;

a. X, ta,X, +..+a X, =b,

onde a e b sdo constantes e n € 0 nimero de equacoes.

gan &, . A, 00 aéllo

_g
G By o By igXot c;b;
RepreeentagéoMatricial:g : . é T_g : ou: Ax=b

S, @y - AngXg Dz

3.3 Classficacdo dos Sistemas

12X, +X, =6
Incompativel. Ex.: {
14x, +2%, =18

i Determinado - solugéo Unica

Compativel: | |ndeterminado - diversas solugdes.
1 Homogéneo (b = 0)

3.4 Métodos de Solucao

Classificam-se, numericamente, em Diretos e | terativos.

Os métodos mais comuns s30:
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i Método de Gauss
- Diretos .l M étodo da Eliminagado de Jordan
1 Fatoragio LU
i Métodode Jacobi

- Iterativosy | .
1 Métodode Gauss- Seidel

3.5 Meétodo de Gauss

3.5.1 Principio do método:

Dado um sistema linear Ax = b, obter, através de transformagbes elementares um sistema
equivalente, Tx = ¢, onde T é uma matriz triangular superior. Em seguida calculam-se os elementos do
vetor x através de um processo de substituicdo reversa.

3.5.2 Transformagdes Elementares

Troca da ordem das equagoes,
Multiplicag@o de uma equagdo por um real ndo nulo;
Substitui¢cdo de uma equagdo por uma combinacdo linear dela mesma com uma outra;

3.5.3 Substituicdo Reversa

Dado um sistema na formatriangular superior:

él 0 éx0 &y
A aé. g é .

1 =z < . S
e 1 0 ue'u e - u
é& 0 we:u=¢€e : u
e . ) ue.u e . u
4 Jéy 0 §od
@ 0 0 1H &.H &""H

A Ultima equacdo permite determinar diretamente:
x, =b{""
A pentltima equagdo fica:
X+ a9 =bY o, =Y - Al

Generalizando, tem-se:

n
— h(n-1) S _(n-1)
X, =b - a X

k=j+1
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3.5.4 Triangulacéo

12X +3X%,- X% =5 € 3 -1kxu e5u

A

Bx: {dx +d4x,-3%=30 %4 4 -3BU=83U0 Ax=b

12x-3+x=-1 & -3 1 &1

e 3 -1, 50

Lo

Inicialmente, escreve-se a matriz aumentada do sistema (B = [A | b] ): B© = 4 4 -3 3u
|

32 -3 1.-H

Tomando-se 0 elemento da diagonal principal, ai(f) , como pivo, encontra-se os multiplicadores para
as linhas seguintes:

(0)
4
my =- aﬂ(é) :'52'2
ap
(0)
(0):_%_1:_22_1
T T

Em seguida, substituem-se as linhas originais pela seguinte combinacdo linear:

i =LO [2 3 -1)9 & 3 -1!5u
T = @) 4 (© i | ) o — 5 410
=m0+ Pp[-4 -6 2|-10]+[4 4 -3!3/P B e0 2 -1}-7
'|_<1>—m§°>|_<l°>+|_<°> [2 -3 1}-5+[2 -3 1]-1] g) -6 2 |-6f

Toma-se agora o elemento da diagonal principal, na linha seguinte, a22) , COMo pivo e encontra-se 0
multiplicador para as linhas que se sucedem a esta.

Em seguida, substituem-se as linhas originais pela seguinte combinacdo linear:

o=y [2 3 -119 € 3 -1} 540
W= » 0 -2 -11-7] PB?=0 -2 -1/-74
NO=mLP+19 [0 6 3]21+[0 -6 2|- ¢ @ 0 515§

Segue-se este procedimento até que se chegue ao pivo da penditima linha da matriz, obtendo-se
assim uma matriz com apenas elementos nulos abaixo da diagonal principal. Uma vez obtida uma matriz
nesta forma, procedendo-se uma substituic&o reversa obtém-se a solugéo do sistema triangular superior,
representado, neste exemplo, pela matriz aumentada B®:

e 3 -1i 50 12x+3%-X%=5 éxu élu
@_€6 5 _41_Un L1 oy = e, u_6&
B _go 2 -1-7g0 i - 26-%=-7P ézlﬁf%t}
@ 0 5158 | 5=15 @ &4

E importante relembrar que, esta é também a solucéo do sistema original.
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Umaforma prética e compacta de realizar atriangulacéo é através da construcdo de tabelas.

Matriz B
Linha Multiplicador , Transformag&o
Matriz A | Vetorb
1 2 3 -1 | 5
2 - 4/2=-2 4483
2 -3 1 5
3 -2/2=-1 -1
4 0 (-2 -1 -7 ® 2L, +L,
5 -(-6/-2)=-3 o -6 2 | -6 ® -1L, +L,
6 o005 | 15 ® -3L, +Lg

3.5.5 Técnicas para Aprimorar a Solucao

Essas técnicas séo (iteis ndo apenas para o0 método de Gauss, mas também para métodos similares.

1. Uso de maisdigitos significativos (dupla precisio);

2. Pivotamento: Identificar se existem pivOs de pequeno valor e trocar
linhas e/ou colunas de forma a ter os elementos da diagonal diferentes
de zero e de maior vaor absoluto. Isto minimiza o erro de
arredondamento.

3. Escalonamento: Minimiza o erro de arredondamento. Uma matriz
triangular cujos elementos da diagonal principal sfo diferentes da
unidade, pode ter cada uma de suas linhas divididas pelo seu respectivo
elemento na diagonal principal.

Obs.: Em alguns problemas € necessario um estudo de condicionamento da matriz € um processo
de otimizacao da solugao se faz necessério.

3.6 Método de Jordan

Dado um sistema, 0 Método de Jordan consiste em obter, através de transformagdes elementares,
um sistema equivalente cuja matriz de coeficientes seja diagonal .

QX +2x=4 €1 2uexu édu
Ex.:}.2x1-x2-x3:OU 22 -1 -132)(23:2030 Ax=b
Ix-%-%=-1 @& -1 -1l & 1§
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Matriz B
Lin Multiplicador Transformagéo
Matriz A Vet. b

1| L2- B 1 2 4
2 i > -1 -1 0

-—-=-1 - - -
3 1 1 1 -1 1
4 (1.1 1 1 2 4 ® L,

-3 3
5 0 (-3 -5 -8 ® -2, +L
6 - _—2 - E 0 < 2> 3 ® lL1 + 2

-3 3 7 - O Lk

V3 _
7 T h 1 1 0 13 4/3 ® (13)L, +L,
8 5 0 -3 -5 -8 ® L
9 T =15 0 0 (V3 13 ® (- 2/3)L; + L,
10 1 0 O 1 ® -1, +1L,
11 0 -3 O -3 ® 15L4 + L,
12 0O 0 13 1/3 ® L,

3.6.1 Calculo de Determinantes

Uma maneirasimples de calcular o determinante de uma matriz A consiste em encontrar uma matriz
B, triangular ou diagonal, que sgja obtida a partir de A, através de transformactes elementares.

Demonstra-se que, se A e B s#0 equivalentes, entéo: ‘ det( A)=det( B) ‘

@ 3 -.eL € 3 -u® L
e A=% 4 -dle -0 A=H -2 -deL, b
gz -3 1H®L 3L, 0 -6 2§®L,-3L,
£ 3 -1
B= -2 -10 b det(A)=det(B)=2%-2)%=-20
@0 0 5§

3.7 Méodo daFatoracéo LU

Sejaamatriz A dada abaixo, que deve ser fatorada em duas matrizes triangulares, uma superior e a
outra, inferior.

¢a a, - & U
é a
AzLyu=¢a % %n g,
e : -
é a
g a; an
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é l, 0 0 l:J é‘ U, Up Ui l;'
e | [ 0 u e u
sendo: L=€ % % Uey=2¢ 0 U g
e : u e u
é a é ]
é Inl In2 Inn CI e 0 0 unn 0

Efetuando o produto L*J e igualando os elementos da matriz produto aos elementos
correspondentes em A, obtém-se n? equagBes, envolvendo os elementos de L e de U. Observa-se,

2
entretanto, que cada uma das matrizes triangulares possui M~ M ., elementos desconhecidos,
2

definindo-se um total de (n* + n) incognitas, NUmero esse maior que o nimero de equacdes que se precisa
resolver. Isso significa que infinitas matrizes L e U sd0 solugBes do problema de fatoracdo. Para
contornar o problema de que o nimero de incognitas € maior que 0 nimero de equagdes, costuma-se
atribuir valores aos elementos da diagonal de uma das matrizes triangulares.

Apresentamos a seguir a solucdo proposta por Banachiwitcz. A fim de simplificar os céculos,
atribui-se o valor 1 aos elementos da diagonal principal deL: |, =1, i =1,---,n. Comisso, fica definida

al12linha damatriz U, de acordo com as equagBes abaixo:

?'_ ay, =1xuy,
|
: a, =1xu,
!
i ain = 1>U1n

Uma vez definido o valor de uy;, pode-se entdo calcular toda a 12 coluna da matriz L, através das
equacdes definidas pel o produto das linhas de L pela primeira coluna de U:

Analogamente, multiplicando as linhas restantes de L pela 22 coluna de U, determinam-se os
elementos restantes da 22 colunade L, i. e., os elementos situados abaixo de |, = 1, de acordo com:

1 :
i =— (@5~ lup), 1=3,--,n
Uz,

Notar que os elementos da 22 coluna de L n&o dependem dos elementos da 22 linha de U, exceto do
elemento da diagonal, up,.
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3.7.1 Aplicacdo da fatoracdo LU na solucéo de sistemas de equacdes lineares:

Sgjao sistema: Ax = b. Fatorando-seamatrizA =L .U, tem-se L.Ux=b U L.(Ux)=h.
Definindo-se: Ux=y
tem-se: Ly=b
Ambos os sistemas sfo triangular. Resolvendo-se L.y = b, por substituicdo direta, determina-se'y.
Em seguida, resolve-se o outro sistematriangular, Ux =y, através de substituicdo reversa, para finalmente

encontrar-se o vetor solugao, X.

Ex..  Resolver o sistema abaixo, através do método da fatoracéo LU:

&3 5 8 -luexu &7u
e u u u
€0 -5 0 506l &0
e ue u e u
g4 2 -1 1gexsa é940
ApOs 0 1° passo, tem-se;
e3 5 8 -lu €1 0 0 oy
e u ~ p
€0 0 ug ugdl &10/3 I, 1 0d
é u é a
a0 0 0 uyug a-4/3 1, s 1j
Em seguida, calculam-se:
N i 1
: Upy =8y = lpU;, =7/3 I|32 =—T[ag, - I5U;,] =5
(! )I Up =8y - |U;; =313 e (”)'Il. ;—2
{uz4 =ay, - lyu, =-2/3 N =—[a, - 1,u,] =26/7
T u22

Com isso, tem-se:

&3 5 8 -1 &1 0 0 Of
€0 7/3 313 - 2/3Y € 23 1 o oY
U(2):é / ]/ 'Z/ljel_(z):é'z/ G
€0 0 u, Uyl 6103 5 1 00
& u & u
S0 0 0 u,4 - 43 267 1, 14

Notar que, nesse estégio dos célculos (e, desde o principio), existe um elemento nulo na diagonal.
Isso ndo se constitui um obstéculo para a continuidade do processo de fatoragdo. A determinacdo da 32
linhade U eda32colunade L éfeitaatravés das equacoes:

Ugs = @5 - lggUps - 13U =-25
33 = Sz Iglhz - IgUps e|43:i[a43_|41u13-|42u23]:201/175

Uy, =8y, - |31u14 - |32u24 =5 Us;
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Dessa forma, apds o 3° passo da fatoragéo, tem-se:

&3 5 8 -1y 61 0 0 of
& G & ¥
Lo 80 T3 3Y3 23 o g 23 1 o o
€0 0 -25 50 8103 5 1 o0
S0 0 0 u,g &- 4/3 26/7 20Y175 1§

Finalmente, o elemento u,, € determinado: u,, = a,, - |,,u,, - 1,,U,, =- 126/35, obtendo-se:

&3 5 8 -1 g 61 0 0 of
& G & G
Lo .80 7333 -3 4 , £-23 1 o o
€0 0 -25 5 0 8103 5 1 od
S0 0 0 -126/35] S- 4/3 26/7 204175 17

E importante notar que, com excecdo dos elementos das diagonais principais, os demais elementos
de cada uma das matrizes ocupam o espaco dos zeros na outra matriz. Além disso, como a diagonal
principal de L é fixada como tendo todos os seus elementos iguais a um, podemos armazenar todos os
valores cal culados, para ambas as matrizes, em uma Gnica matriz com dimenséo igual adamatriz A. Caso
Seja necessario economizar espago de memoria, as matrizes L e U poderdo, inclusive, ser armazenadas no
mesmo espago de memoriareservado paraamatriz A.

é -3 5 8 -1 u
é a
a 7/3 3/3 -2/3 i
AW =¢é-2/3 - 25 5 0
é a
& 10/3 5 - 126/35@
g-4/3 26/7 201/175
é 27 U
€ 33 U
Resolvendo L.y = b, através de substituicdo direta, obtém-se: y:g - 3
& 504/350
élu
&
Resolvendo agora U.x =y, através de substituic8o reversa, determina-se: X = éSH
é u
&

3.8 Méodos | terativos

3.8.1 Introducao

Considere o sistema de equagBes lineares Ax = b, cuja solucéo é o vetor x . Esta solucdo deve ser
obtida como o limite para o qual converge a sequéncia {X(l) R x® ) } Tal sequéncia € gerada a
partir de uma aproximacgo inicial xX© e obedece a uma regra preestabelecida. Esse procedimento
caracteriza os métodos iterativos.
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3.8.2 Forma Geral

Os métodos iterativos para solucdo de sistemas lineares apresentam a seguinte forma geral:
X =Cx+d, onde C é umamatriz (nxn) e d um vetor (nx1). Assim, partindo de uma aproximacao de X,
digamos x®, pode-se obter uma melhor aproximacéo x**?, através de:

\x(“l) —Cx® + d|

3.9 Méodo de Jacobi

Utilizando a equacao de iteracdo e as matrizes C e d definidas anteriormente, define-se 0 método de
Jacobi através dos seguintes passos:

1. Estima-se umaaproximagdo inicial X parax;
2. Geram-se aproximacdes sucessivas x, a partir da equacdio de iteracdo, até que:

m_ax|xi(t+1) - Xi(t)| <e.Onde e éatolerancia predefinida
]

OBS.: Um critério adicional de parada pode ser ainda introduzido, baseado no estabelecimento de
um ndmero maximo admissivel de iteraces.

: d - ? bl b2 bn H
'I' eail a'22 a'nn 0
i -
T ? 0 % _ &, u
Noteque: Ax=b 0 _ i g ay & 3
x=Cx+d}) | & 2 n ()
I ~_ % 0 ;
T C= € a, a,u
. é . a
: é_ anl _ a'n2 O l:l
T é nn a'nn g

3.10 Mé&odo de Gauss-Seidel

Esse método utiliza sempre as Ultimas atualizactes de cada variavel, na equacdo de iteragdo.

1

X" =d, +

i QJO-

—_— ——

| .
) 4 & ®Y
CX 7t A CX KV)

1 k=i+1

=

Em geral, esse procedimento acelera a convergéncia do sistema. O método é adequado para
sistemas com um numero elevado de equacBes desde que ele atenda a condicdo da matriz A ser
diagonalmente dominante. Isto se aplica, por exemplo, a sistemas de equagdes lineares gerados quando da
aplicag@o do método das diferencas finitas ou no célculo de splines.

Uma das variagfes desse método é o chamado método da sobre-relaxagédo, com equagdo iterativa
mostrada abaixo:

(k+1) — (k+1) (K
XU =1 xgg H(1-1)x

onde | (0 <l < 1) € um fator peso com finalidade de acelerar a convergéncia.
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3.11 Convergéncia dos métodos iterativos

Sgjao sistema x=Cx+d

Subtraindo dessa equacao a equacdo de iteracdo, tem-se: X - x = C(x(t) - x)

Definindo-se o erro da k-ésimaiteragio com: eV = x*) - x, tem-se: € = Ce®

Teorema: Partindo da equagdo anterior, demonstra-se que:
n

A condigio |Cij|£ L<1,j=1---,n €é suficiente para que x**¥ =Cx' +d convirja Como
i=1

n
consequéncia, o critério definido por lay| > a |a1_j| , i=1-...,n garante aconvergéncia.
=1

i

A desigualdade apresentada no teorema, define o “critério das linhas’. E, a matriz que satisfaz a
esse critério é conhecida como “matriz diagonalmente dominante”.
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