OTIMIZACAOQO
Método do Gradiente (Maxima Descida)

Equacao de Busca

Seja f: B - E, uma fun¢io a minimizar; i. e., deseja-se

% n * . , .
encontrar x” € E | tal que f\x ) seja minima.

r , . * ,
Supondo que x” ¢é um vetor proximo de X , obtém-se,
através do desenvolvimento de f(X) em série de Taylor:

f(xp +5x)=f(xp)+[f'(xp)]f5x+%]—[75x2[—[+...

Assim:
f(xp +5x)—f(x”)=Vf(xp)-5x
ou:

[—Vf(xp)]-[dx]:f(xp)—f(xp +5x)

Para que a reducdo em f seja a maxima possivel, ¢
necessario que o produto escalar do 1° membro seja maximo, ou
seja:

ox=—cVf (xp ) (colineares)

. 1
Considerando 6 x = x"*" —x" fica:

() = (1) —ch(x”))
onde:

¢ =2 Passo do método



Ex.: O presente exemplo tem por objetivo mostrar a influéncia do
valor do passo ¢ na convergéncia do método. Para tanto, sera
analisado o caso simples de uma funcdo de duas varidveis, sem
restrigdes, definida por:

f(x,y)=x2 —2x+y2

Calculando as derivadas parciais para formagdao do vetor
gradiente, tem-se:

o Ly, Ay,
0Xx oy

Aplicando a equagdo determinada anteriormente:

= —C:
Y Y 2y

A fim de comprovar a dependéncia da convergéncia com o
passo, adotou-se como iniciagdo o ponto (xo ; yo): (— 11 ) e
testam-se 3 valores distintos para c: ¢ = 1,50; ¢ = 0,75 ¢ ¢ = 0,50.

Para ¢ = 1.50:

iter | 0 Ji 2 3
x |=1| 5 |=-7 |17
v | 1 |=-2] 4 |-8
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Para ¢ =0.75:

0.875
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Para ¢ = 0.50:

0,50, ¢

Notar que, para (x; y)= (1,‘0) 0 vetor
gradiente se anula. Portanto, esse € o ponto

de 6timo da funcdo, que, para c
alcancado em uma tUnica iteracao.
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Método do Gradiente Otimo

O fator ¢ determina o tamanho do passo na direcdo de
maxima descida.

Aqui se estabelece um sub-problema de otimizag3o:
determinar o melhor valor para c.

Isso pode ser resolvido através de uma busca unidirecional,
tomando como variavel o parametro ¢ e aproximando a funcao

f(x=cVf(x)) por uma pardbola, definida pelos seguintes
parametros:

- Valor da fungdo objetivo na iteracao mais recente:

Jo= f(c = 0)
- Inclinagdo da fung¢éo para ¢ =0

df(x;Cch) _ d];(:),(_ Vf)= VTf -(— Vf)

fi=L-N'r vy

c

- Valor da fungdo para um passo-teste C;:
Jr= f(C =Cr )

A parabola assim definida ¢ mostrada na figura a seguir:

A




A equagdo da parabola fica:

p=f0+f'+[f _(f();_f'CT)]_Cﬂ

T

e o valor 6timo de c fica:

Eot = %[(Cifol)/(fo + CTfo’ - fT )]

Supondo ainda uma fungdo objetivo quadratica:

1
f(x)zExTHx+bTx+ a
entdo, V/(x) ¢ dado por:
Vf(x)=Hx+b
A busca linear exata para x “ =x+cd é

f(x+cd)=é(x+cd)TH(x+cd)+bT(x+cd)+a

:%xTHx+(chH+bT)-x+%cszHd+chd+a

Entao:
df(xd“d) —d"Hx+cd Hd+b"d=0
c
=d"Hx+cd"Hd+d"b=0
cd"Hd=-d" (Hx+b)
_ d'Vvf
d"Hd
Como d =-Vf
V'f -vf

cC= T
V'f -H-Vf



Ex.: Realizar uma busca linear exata para a funcao:

, , Vf_‘zx—Z
f(x,y)=x"=2x-y+y T2yt

12

f(xo _C(zxo - 2)9 Yo _C(2J’0 _1)): [xo _C(zxo _2)- -
- 2[)60 - C(2x0 - 2)]_[)70 - C(Zyo - 1)]+ [yo - C(2J’0 - 1)]2

= x2 —2¢x,(2x, = 2)+ c*(2x, - 2)* = 2|x, —c(2x, - 2)]+
+y§ _26)70(2)’0 _1)"'02(2)’0 _1)2 _[yo —C(Zyo _1)]

= 2|(2x, = 277 + 2y, = 1Y |- (2, - 2)2x,) - 2(2x, = 2)+
+ 2y )2y =)= 2y, = D]+ x5 + 5 = 2x, -y,

= c2[(2x0 -2) +(2y, —1)2} —c{(zxo -2)" +(2p, -1) ] +

.
~

VA

~

VA

2 2
+X5 + Yo — 2%, =Y,

0
0_J;:0:ZCZ_Z:O:> para z #0 tem-se: Cot:1/2:0-5

x,=5-05x8=1
Yy =-5-05x(=11)=0.5

ot —

para X, =5, y,=-5 Vf=[8,—11]T :>{

o[l [ =30 =1
- — = =16, —
para X, ==3, y, =2 y, =2-0.5%x(3)=0.5

Observa-se que, como a fungdo objetivo ¢ quadratica,
adog¢do do passo 6timo para qualquer ponto de partida leva a
obtencao do 6timo em uma Unica iteracao.



