EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS (EDO)
PROBLEMA DO VALOR INICIAL (PVI)

| ntroducéo
Seja a seguinte equacao diferencial:
dy
&:f(X'Y); Y =Yo para X=X,.

que é referenciado com o problema do valor inicial.

Essa denominacdo deve-se ao fato de que o objetivo é
determinar uma funcdo Y=Y(X) ta que dy/dx="f(x,y),
satisfazendo & condicgo (inicia) Y(X, ) = Yo.

Considere, por exemplo, a equacéo diferencial:
— = XY; yO:1parax0:O_

Nesse caso, tem-se f(X,y)=xy e y(0)=1.

A equacdo diferencia pode ser resolvida analiticamente,
pelo método conhecido como “método da separacdo das
variaveis’, conforme se mostra a seguir:

Q:xdx p c‘)(y:c‘y(dx+c
y y ’

onde C € uma constante.

Dessa forma, pode-se escrever:

In(y):?+C b  y=e%e?



Como Y(0)=1, obtém-se 1=€“€°, ousga, €° =1.
Assim, a solucéo para o problemado valor inicial &

x?/2

y(x)=e

Apesar de existir uma vasta teoria sobre métodos analiticos
para a solucao de equacoes diferenciais, existem situagdes em que
€ necessaria a utilizagcao de métodos numeéricos.

Isto se deve principamente ao fato de que muitas vezes
inexiste uma solucéo analitica exata, ou ainda, que a resolucéo
pel os métodos analiticos existentes poderia ser muito trabalhosa.

Apresentam-se a seguir os métodos nuMeéricos mais comuns
para a solucdo do problemado valor inicial.
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Figura 1: Gréafico da solugdo de dy/dx=f(X,y)



Solucéo numérica para o problemado valor inicial

Considere a equacéo dada, suponha que a solucao Yy = y(X)
sgja afuncao representada na Figura 1.

Considere ainda a segiiéncia de pontos {XO, X Xoym 00y X } :
espacados por um intervalo h (i.e. X, =% +h).

No algoritmo a ser desenvolvido para resolver esta EDO,
supde-se conhecida a solucéo até o i-ésimo valor, i.e., {yo o ,yi}
e utilizam-se estes valores para calcular Y,.; .

O processo se repete até que se tenha um ndmero suficiente
de pontos, representativos da funcao desejada.

A seguir analisam-se os principais métodos de solucéo.

M étodo de Euler

Considere, mais uma vez, a curva da Figura 1, que
representa a solugéo da equagéo dada.

Utilizando atal equac&o pode-se escrever:

Por outro lado, a derivada no ponto (yi 2 X ) é definida por:

% :|imy(xi +h)' y(xi)

dx ~ heo




Usando o fato de que y(xi ) =Yy, e X th=X.,, aseguinte
aproximacao é verdadeira:

dy, o Yiaa - Y o
dx nh . Parah suficientemente pequeno.

O fundamento do método de Euler consiste em considerar a
aproximac&o acima para a derivada dy/dx.

Sendo assim, o vaor de h (denominado “passo de
integracao”) deve ser escolhido suficientemente pequeno, para
n&o comprometer a solucao final da equacao diferencial.

Substituindo entdo a aproximagdo obtida para a derivada no
ponto (Xi Vi ) na equacao acima, tem-se;

yi+1r; Yi _ f(xi1yi),

ou sgja,

yi+1 = yi +hf (Xi ’yi), I 2011121"'

A equacdo acima fornece uma forma para o calculo da
sequéncia {yo Y1, Yo } uma vez especificada a sequéncia de
{Xo X1 X, } e 0 passo de integracao h.

Note que, como a equacao acima € uma formula recursiva,
necessita-se conhecer a priori 0 ponto Y, a fim de que se possa
prosseguir com o calculo de {yl,yz e } .

Sendo esse ponto fornecido pela condicéo inicia, tendo em
vistague Y(Xo) =Y.



Ex.: Resolver pelo método de Euler o seguinte problema do valor
inicial (PVI):

%:XY, y(0)=1.
Neste caso temos f(X,y) = XY, sendo assim, tem-se:
Vi =Y +hxy =y (1+hx), =012,
Considere Xx=[0:0.25:1] . Assim:

i o0 1 2 3 4

x [000 025 050 075 1,00
vyl 1 2 2?2 2 2

Para cadcular os valores de {y11y21y31y4} recorre-se a
formula recursiva vista anteriormente, que fornece os seguintes
valores.

y, = y,(1+hx,)=1,0000" (1+0,25" 0,00)=1,0000
y, = y,(1+ hx ) =1,0000° (1+0,25" 0,25)=10625
y, = y,(1+hx,)=10625" (1+0,25" 0,75)=11953
Y, = Ys(1+hx,) =11953" (1+0,25" 0,75)=1,4194

Neste exemplo, entretanto, sabe-se que a solugdo analitica é
x2/2

y=¢€e .

Dessa forma pode-se calcular 0 erro existente entre a
solug&o numerica (aproximada) e a solucao analitica (exata).



Os valores da solugéo analitica, numérica e 0s respectivos
erros séo mostrados na Tabela a seguir:

X | Sol. Analitica | Sol. Numérica erro
(y:exz/z) (EUIGI’)
0,00 1,0000 1,0000 0,0000
0,25 1,0317 1,0000 0,0317
0,50 1,1331 1,0625 0,0706
0,75 1,3248 1,1953 0,1295
1,00 1,6487 1,4194 0,2293

| nter pretacéo grafica para o método de Euler

O método de Euler € equivalente a regra dos retangulos para
o calculo de integrais.

|sto pode ser facilmente mostrado considerando-se a fungéo
f (X, y) dada, como uma fung&o apenas de x (note que Y = y(X)).

Definindo-se entdo, F(x)= f(x,y(x)), a equacdo pode ser
rescrita como

Layv(x) _ o,
Y(X):C‘SF(X)dx+C, X £XE X, : dx ‘F( )
fy(%)= Yo

Y1
y(x1)

y(xg) = ¥o

Figura 2: Aproximacao pelo método de Euler.



Tomando X=X na equacdo anterior obtém-se C=Y;.
Dessaforma:

y(x) =y + (‘5 F(x)dx, X £EXE X,
e portanto, para X = X, tem-se:

Vi =Y, + (‘3” F(X)dX

Comparando esta equacdo com a férmula recursiva vista
anteriormente, observa-se gque a aplicacdo do método de Euler
corresponde a adocao da seguinte aproximagao:

0" F(X)ax» hf (x, y;) =hF (x)

com: h=X,,- X
Andlisedo erro

Para analisar o erro introduzido pelo método de Euler,
considere a expansao em series de Taylor para uma funcéo y em

torno de um ponto X;:

asly o h* aely O h" ael"y 0
- +h)=y(x )+thc—= —c—2 T e — —
y(xl + ) y()g )+ ngQ(_ + 2 dX2 B(:Xl + + g n -~ + R“|+1

onde R..; édado por:

n+l n+l,, A
h™ ad™yo,

(n+1)!§dx”+1,+a o X<zexah

Ry =



O erro que ocorre quando a serie de Taylor € truncada,
imediatamente apds o termo que contém a n-ésima derivada. E
denominado erro de truncamento local. Conforme pode ser

observado, esse erro é da ordem (poténcia) de h"" (denota-se
O(hn+1))_

Assim, para N =1, pode-se escrever:

y(x +h)=y(x)+hE2LE  +ofn?)
engx:)g

Como, para um PVI, dy/dx=f(x,y), Y(X1) = Vi e
y(xi)= Y; obtém-se entdo:

Yieg = Y; +hf (Xi 'Y, )+O(h2)

Comparando-se a equagéo acima com a equacéo do método
de Euler, nota-se que o seu erro de truncamento local é O(hz) :

O ero de truncamento discutido acima € introduzido ao
realizar cada iteracéo do método; sendo assim, ele tem um efeito
cumulativo, ou sga, a cada iteracdo é adicionado um erro da

ordem de h?.

Ao final da n-ésimaiteracdo tem-se um erro total acumulado
de nh? (i.e. O(nh?)).

Como X, - X, =nh, ou sgia, N=(x, - %,)/h, resulta que n
é proporcional a 1/h e portanto, o erro total acumulado na n-
ésimaiteracdo é proporcional a (I/h)h? =h (i.e. O(h)).

Esta medida nos da uma indicagéo mais precisa do erro total

introduzido pelo método e por isso é denominado erro de
truncamento global (ou total).



Devido ao fato de que 0 método de Euler possui um erro de

truncamento global O(h), ele é classificado como um método de
primeira ordem.

Verifica-se ainda que o erro de truncamento (local/global) é
da ordem de poténcias naturais de h e, portanto, diminui com a
diminuicao de h.

Um outro tipo de erro é também introduzido, quando se usa
um computador para resolver numericamente uma egquacéo
diferencial. Esse erro ocorre em decorréncia da precisdo finita
com que os calculos sdo efetuados e € denominado erro de
arredondamento.

Para analisar como este erro influencia a resolucdo de
equacles diferenciais, considere a aproximagéo:

dy N Yier - Y
dx h

para aderivada dy/dx .
Supondo que o erro no calculo dadiferenca Yi.; - Y sgae,
0 erro de arredondamento total no célculo de dy/dx sera e/h.

Dessa forma, nota-se que o erro de arredondamento aumenta
com adiminuicdo de h, efeito inverso ao que ocorre com o erro de
truncamento.

Em geral os erros na resolucdo numérica de uma equacéo
diferencial sdo dominados pelo erro de truncamento para grandes
valores de h e pelo erro de arredondamento para pequenos valores
deh.



M étodos de ordem superior

O método de Euler é classificado como um método de
primeira ordem, pelo fato de que o erro de truncamento global por
ele introduzido é da ordem do passo de integracéo h.

Sendo assim, ao reduzir h pela metade, o erro também é
reduzido pela metade; ao reduzir h pela quarta parte, o erro
também é reduzido pela quarta parte; i.e. 0 método de Euler reduz
o erro linearmente com o passo de integracéo.

Entretanto, do ponto de vista de aplicacdo prética, seria
interessante que esse erro tivesse uma reducao mais rapida com o
passo de integracdo, e.g. quadratica, cubica, etc.

Para tanto € necessario que o erro de truncamento global
sejada ordem de h*,h®, respectivamente.

O fato do método de Euler ser de primeira ordem limita em
muito sua aplicabilidade prética e os métodos de orem superior
S840 mais comuns na prética.

Como exemplos de métodos de ordem superior sera
abordada a classe de métodos de Runge-Kutta, bem como alguns
métodos denominados preditores-corretores.



M étodos de Runge-K utta
Runge-Kutta de 2° ordem

Considere o problema do valor inicia apresentado
anteriormente. Considere ainda valores intermediarios das

variaveis definidospor X, =% +h/2 e y,, = y(xi +h/2).

Pelo fato de que Y(Xi + h) = Y[(Xi +h/ 2)+ h/ 2], pode-se
desenvolver Y(x +h) em série de Taylor da seguinte forma

y(x +h)=y(x +h/2)+h&'dyo h_aed g ..
ZedXﬂx_ 8 ﬂx «
ou ainda:
hagly 6 h a‘d o)
Yisi = Ymt 5 —y+ — : +..
2edx@: 8 Q(X
Por outro lado, y(xi): y(xi +h/2- h/2), ent3o:
hagly 6 h? ey 0
y(x)=y(x +h/2)- S22 + =Tz - P
ZEdXQ(zxm 8 dX2 Q(:Xm
h agly 6 h? aal’y 0
pyI:ym-__y+ +— 2);: -
2 dXQ(:Xm 8 dX Q(=Xm

de onde obtém-se que:

Y- ¥i = hzj_ii +O(h3)
=Xm

ou ainda, de forma aproximada, com erro O(h3):

aaly O
Yia- ¥i » th_z(/%(_



Pretende-se eliminar o termo que depende de X,,.

Para isso, redizaase 0 mesmo desenvolvimento

anteriormente apresentado, agora para z=dy/dx, de onde
obtém-se:

h® aal®z 0
Zi+1+zi :22m+_g >~
4 xdx B=x

b Z, 17 » 227,

Usando o fato de que z = dy/dx, tem-se:

e como dy/dx = f(x,y) pode-se escrever:

iy 1y = 2200
ou sga:
gd_z(/%ﬂxzxm = E[f (Xi ,yi)+ f (Xi+11yi+1)]

Finalmente, obtém-se;

h
Yiaa =Y, +§[f (Xi ’Yi)"' f(xi+1'yi+1)]

O processo iterativo apresentado na equacdo acima é um
método implicito, tendo em vista que para calcular o valor de Y.,
necessita-se do valor de f (Xi 419 yi+1).



O fato de ser um método implicito, restringe a aplicacdo do

método a situacOes onde for possivel se extrair Y;.; do argumento
def.

Uma forma de contornar esse problema consiste em utilizar

0 método de Euler para calcular o valor de Y;.; aser utilizado no
argumento def.

Sendo assim, tem-se;

f (% Via) = F Oy +1E (%, 1)
|
yi+1
Método de Euler

Podendo-se reescrever a equacdo iterativa da seguinte
forma:

k= f(x,y)
K, =

h I
2= Y =K +K, )i
yl y 2(k1 2),:\ f()(i+l’yi+hk1)’

que é denominada método de Runge-Kutta de 2% ordem (RK-2).




Ex.. Resolver, pelo método de Runge-Kutta de 2* ordem, o
seguinte problemado valor inicial

X _ sy 1 y(0)=
%x:[0:0.25:1]
Solucéo: Tem-se;

|0 1 2 3 4

0 025 050 075 1
yl1 2 2 2 2

Para cacular o valor de Y;.il {1234}, utilizase a
férmula apresentada para o método RK-2, com f(X,y)=Xy.

ik, = f (%, %)= f(01)=0

h
20k Ly, )= 1 (0251) =025

by = 1+%(0+025) 1.0313

ik = f(x,y,)= f(0251.0313 = 0.2578

h
= —(k, +k
Yo=Y, T 2( , T 2)1 ':‘k f(XZ, y, + hkl) — f(05,10958) =0.5479

by, =10313+ % (0.2578+0.5479) =1.1320

ik, = f(%,Y,)=f(0.51.1320) = 0.5660

k
(k1+ ) 1k, = £(x, y, +hi) = £(0.751.2735) = 0.9551

b y,=1.1320+ %(0 5660 + 0.9551) =1.3221

h 1k, = f(x,,ys)= 1(0.751.3221) = 0.9916
Yo =¥ z(k tk) 1k, = f(x,,y, +hk,) = f(11.57) =157

by, =1.3221+ %(0.9916+1.57):1.6423



Runge-Kutta de 4° ordem

No método RK-2 considerou-se o desenvolvimento em
séries de Taylor para y(X) até o termo de ordem dois.

Se forem considerados mais termos na série de Taylor,
obtém-se métodos de ordem mais elevada.

O método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK-4) é obtido
considerando a sé&rie de Taylor paray, desenvolvida até o termo

de ordem quatro, com o erro de truncamento local (O(h5)) sendo
menor que o obtido parao RK-2.

Dessaforma, o erro total do RK-4 também & menor.

Apresenta-se a seguir a formula de recorréncia para o
método RK-4.

}_k1=f((>ﬁ,yi) o y2K)

_ +2k, +2k, + Tk, = f{x +1Y2,y +(hy2)k,

YTy 4 (k1 2k, + 2k, k):k f(x +h2,y, +(/2)k,)
fk, = f(x +h,y +hk,)



Ex.: Resolver, pedo método de Runge-Kutita de 42 ordem, o
seguinte problemado valor inicial:

X _ sy 1y(0)=
%x:[0:0.25:1]
Solucao: Tem-se;

|0 1 2 3 4

0 025 050 075 1
yl1 2 2 2 2

Para cacular o valor de Y;.il {1234}, utilizase a
férmula apresentada para o método RK-4, com f(X,y)=Xy.

h
Y1 = yo +g(k1 +2k2 +2k3 +k4),

ik, = f(%,y,)=f(02)=0

Tk, = f(x, +h/2,y, +(h/2)k,) = £(0.125,1) = 0.125

ik, = £(x +h/2,y, +(h/2)k,) = £(0.125,1.0156) = 0.1270
fk, = f(x, +h,y, +hk,) = (0.25,1.0317) = 0.2579

y, = 1+%(0+2 0.125+2" 0.1270+0.2579) = 1.0317

h
Y2 = yl +g(k1 +2k2 +2k3 +k4),

(x,,y,) = £(0.251.0317) = 0.2579

b, = £(x, + /2.y, +(h/2)k,) = 7(0.375,.0639) =0.3990
(x, +h/2,y, +(h/2)k,) = £(0.3750,1.0816) = 0.4056

fk, = f(x, +h,y, +hk,)= f(0.5,1.1331) = 0.5665

y, =1.0317+ 0—25 (0.2579+2" 0.3390+2" 0.4056+0.5665 =1.1331



Ys =Y

|
i k3 =f

(x
(%,
(%,
(%,

+ D+ 2K, + 2K, +K,),

X,,Y,)= (0.51.1331) = 0.5666
x, +h/2,y, +(h/2)k, ) = f(0.6250,1.2039) = 0.7525
x, +h/2,y, +(h/2)k,) = f(0.6250,1.2272) = 0.7670

fk, = f(x, +h,y, +hk,) = £(0.751.3248) = 0.9936

y, =1.1331+ 0?25

Yo=Y

+g(kl +2K, + 2k, +K,)

ik, = f(x,,y,)= £(0.751.3247) = 0.9935

(05666+2" 0.7525+2" 0.7670+0.9936) =1.3247

+h/2,y, +(h/2)k,) = £(0.8750,1.4489) = 1.2678

ik, = £(x, +hy2,y, +(h/2)k,) = £(0.8750,1.4832) = 1.2978

(
.k_f(
(%,
(%

fk, = f(x, +h,y, +hk;) = (11.6491) = 1.6491

y, =1 3247+0_§5

(0.9935+2" 1.2678+ 2" 1.2978+1.649]) =1.6486

A Tabela a seguir compara os métodos de Euler, RK-2 e
RK-4, afim de dar umaidéa da eficiéncia de cada método.

Solucéo
Analitica

Solucao Numeérica

erro

Euler

RK-2

RK-4

Euler

RK-2

RK-4

0.00| 1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.25| 1.0317

1.0000

1.0313

1.0317

0.0317

0.0004

0.0000

0.50| 1.1331

1.0625

1.1320

1.1331

0.0706

0.0011

0.0000

0.75| 1.3248

1.1953

1.3221

1.3247

0.1295

0.0027

0.0001

1.00| 1.6487

1.4194

1.6423

1.6486

0.2293

0.0064

0.0001



M éodos de Adams

Os métodos de Adams utilizam informagdes calculadas em
Varios passos anteriores para obter a solucéo no passo seguinte.

Por exemplo, um método de ordem 3 utiliza informagdes em
X, X.1 e X_, paragerar a solucdo referente a X1 (0s métodos
discutidos anteriormente utilizavam informagdes apenas em X; ).

Os métodos de Adams formam duas classes principais. o
método preditor de Adams-Bashforth e o método corretor de
Adams-Moulton, que podem ser combinados em um Unico:
método, denominado: método preditor-corretor de Adams
Bashforth-Moulton.

Método Preditor de Adams-Bashforth

Seja o problemado valor inicial:

dy _
&-f(X,Y); Y=Y, paa X=X,

Lembrando que Y = y(x), definese F(x)= f(x,y), e, dessa
forma

Yiii- ¥Yi = QTM F(X)dX

A equacdo acima poderia, em principio, ser uma formula de
recorréncia para se calcular a sequéncia {yl,yz } Entretanto,
IssO ndo pode ser feito diretamente porque ndo se conhecer, a
priori, F(X).



A idéia do método preditor de Adams é considerar F(X)

como sendo um polindmio interpolador no intervalo X.; £ X£ X,
jaque os valores de y nestes pontos séo conhecidos.

Essa aproximagdo ¢é razodvel para intervalos de
discretizacao pequenos.

Como primeira etgpa do desenvolvimento do meétodo,
realiza-se uma interpolacao linear entre os pontos X_; e X;, como
segue:

F(x)=ax+b, x_,£XE£X.

Tomando X=X,_; e X=X, obtém-se;

I - F(XI)- F(XI 1)
|F(Xi-1):axi-1+b :l,:a_ h
’:\F(Xi):axi +b .:.b: F 0% - F(x )%,
f h
onde h=X - X_;. Assm:
(=X R E(x )+ X R, Exex,

Utilizando essa aproximagdo para F(X) a eguacéo
Inicialmente apresentada pode ser reescrita como:

i+l Xi - X
Yia - Yi = Q

\Xi+1 X-

F(xi_l)dx+ Q % F(xi )dx_




Para resolver tal integral, pode-se fazer a seguinte mudanca
devariavel:

ig=0 para x=x

X:Xi+gh' 0£9£1, f:\g:]_ para X=X,

de onde:

X - Xx=-gh

X= X1 =X +gh- X1 = h+gh:(1+g)h
dx = hdy

e portanto:

Yia - Yi T @1' hF(Xi-l)gCg + éhF(Xi )(1+g)CQ

2

1 !

()2 +hF(xi)ae+9—§
! 2|, ég 2 4
h

) EF(Xi-1)+32F(Xi)

= g[SF(Xi)- F(Xi-l)].

Usando o fato de que F (Xi ) = f (Xi 'Y, ) obtém-se a seguinte
eguacado recursiva, para o método preditor de Adams-Bashforth:

Yiaa =Y +g[3f(xi in)' f(Xi—l’yi-l)]

Nesse caso, partindo de (xi_l,yi_l) conhecido, precisa-se
prever (Xi ,yi), para se obter V..



Método Corretor de Adams-Moulton

O desenvolvimento do método de Adams-Moulton é similar
a0 do método de Adams-Bashforth descrito anteriormente.

A diferenca reside no fato de que, na resolucao da integral,
considerar-se-a F(X) como um polinémio interpolador entre X e
Xi.1,a0invésde X_; e X, como foi feito anteriormente.

Assim sendo, e considerando mais uma vez F(X) como
sendo umaretapara X, £ X£ X, tem-se:

F(x)=ax+b, x £XEX,,.
Utilizando essa aproximacéo para F (X) tem-se;

\Xi+l X|+1 = X

Fiv1 X = Xi
Yia - Yi = Q h

F(xi )dx+ Q

F (xi+1 )dx_

ApOs resolver as integrais, obtém-se a seguinte formula de
recorréncia, para o método de Adams-Moulton:

h
Yiaa = Yi +§[f(xi ’yi)+ f(Xi+1’yi+l)]

Note que no lado direito da equag&o acima aparece o termo
f(Xi+1,yi+1) 0 que torna este método implicito, ou sga, para
implementar este método necessita-se extrair Y., que aparece no
argumento de f (Xi 1 yi+1) e agrupé-lo com o do lado esquerdo da
equacao.

Este procedimento, entretanto, nem sempre € simples ou
mesmo possivel de realizar. Uma alternativa, nesse caso, € utilizar
uma combinacdo deste método com o método preditor

apresentado anteriormente, formando assim o método preditor
corretor de Adams-Basnforth-Moulton.



Método preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton

A idéia é utilizar o método de Adams-Bashforth para obter
uma predicdo para Y., (denotado Y&;) que é utilizado para

substituir o valor de Yi,; no argumento de f(Xm’ym) na
equacdo do método de Adams-Moulton.

Nesse caso, obtém-se 0 seguinte conjunto de equacdes para
0 método preditor-corretor:

i h
:;: yu=Vy +E[3f (Xi , yi)' f(xi—l’ yi-l)]

} Yia =Y +g[f (Xi , yi)+ f (Xi’“l’ yigl)]

A vantagem desta formulacéo é que ela simplifica 0 método
de Adams-Moulton e é esperado um erro menor que o introduzido
pela parte correspondente ao do método de Adams-Bashforth.

A expectativa por um erro menor decorre do fato de que o
erro de truncamento local introduzido pelo método de Adams-
Moulton € menor que o introduzido pelo método de Adams-
Bashforth.

Nota-se que o método preditor-corretor sO pode ser utilizado
apés calcularmos o valor de Y,, pois Y\ depende de
f(xi_l,yi_l). Sendo assim, para inicializacdo, utiliza-se um outro
método, que pode ser o de Euler ou 0 de Runge-Kutta.



Ex.: Resolver, pelo método preditor-corretor de 22 ordem, o
seguinte problemado valor inicial

dy _
w Y y(0)=1,

para Xx=[0:0.25:1] . Utilizar o mé&odo de Runge-Kutta de 22
ordem parainicializacao.

Solucao: Neste caso, igualmente ao apresentado nos exemplos
antenores tem-se;
i |0 1 2 3 4

0 025 050 075 1
y 1 2 2 2 2

Para cadcular o vaor de Y, utlizase RK-2 (com

f(x,y):xy):

1k, = f(x,¥0)= 1(01)=0

h
_(k1+k2), tk, = f(x, v, +hk )= £(0.251) = 0.25

by, _1+%(0+025) 1.0313

Ovaorde V, il {2,3,4}, sera calculado pela formula do
método preditor-corretor, ou sgja

yy =y, +D[3f(xl,y1)- f(%.Yo)l =

=1.0313 +%[3 0.25" 1.0313- 0] =1.1280

Yo=Y, +D[f(xl’yl)+ f(xz’yZp)]:

= 10313+ 22 [o 25" 1.0313+0.5" 1.1280] = 1.1340



h
Y'oP =Y, +_[3f(X21YZ)' f(xliyl)] =

025[3 0.5" 1.1340- 0.25" 1.0313| = 1.3144

=1.1340 +
Y=Y, +D[f(X21Y2)+ f(X31Y3P)]:

_11340+%[05 1.1340+0.75" 1.3144] = 1.3281

h
Yi =Y, +_[3f(X31Y3)' f(xz'Y2)] =

—13281+%[3 0.75" 1.3281- 0.5" 1.1340] = 1.6308

Ya =Y +D[f(x3,y3)+ f(x4,yf)]=

=1.3281+ %[o 75" 1.3281+1 1.6308] = 1.6565

Solucdo Numeérica erro

Solucéo

Analitica

PC-2

RK-2

RK-4

PC-2

RK-2

RK-4

0.00

1.0000

1.0000

1.0000

1.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.25

1.0317

1.0313

1.0313

1.0317

0.0004

0.0004

0.0000

0.50

1.1331

1.1340

1.1320

1.1331

0.0009

0.0011

0.0000

0.75

1.3248

1.3281

1.3221

1.3247

0.0033

0.0027

0.0001

1.00

1.6487

1.6565

1.6423

1.6486

0.00/8

0.0064

0.0001



Sistemas de equacoes diferenciais

Os métodos de solucdo numeérica de equagbes diferenciais
apresentados anteriormente podem ser aplicados apenas para
equacdes de primeira ordem.

Entretanto, conforme se sabe, diversos problemas
importantes envolvendo o problema do valor inicial s&o
model ados como uma equacao de segunda ordem (ou superior).

Dessa forma, é natural se buscar uma maneira de adaptar os
algoritmos discutidos acima, para estas situacoes.

Suponha que se desga resolver 0 seguinte problema do
valor inicial de segunda ordem:

?;32 = f (x, y, dy/dx), y(%) = Yo. dy(x,)/dx =Y,

A idéia, neste caso, € transformar essa equacdo em um
sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem. Para tanto,
definem-se as variaveis auxiliares:

X =Y, X, =y =dy/dx,
dai;
dX ,/dx = X, =dy/dx = X, e dX,/dx= X, =d% /dx?
logo, pode-se reescrever a equacdo da seguinte forma:

X, =X, e X,=f(xv,2)

Observa-se gque a equacéo diferencial de segunda ordem foi
transformada em um sistema de equacbes (2 equacbes) de
primeira ordem, onde, a0 invés de apenas uma variavel
dependente (y), tem-se duas (X; e X,).



Sendo assim, os méodos de solucdo discutidos
anteriormente devem ser adaptados para poder tratar o caso de
mais de umavariavel dependente.

Considere 0 seguinte sistema de equagOes diferenciais de
ordem dois:

11X, = fl(X’ Xy Xz)

, X,0)=X,,, X,10)=X
':\Xz — fz(X, X11 Xz) 1( ) 10 2( ) 20

Para resolver esse sistema de equagbes, pode-se aplicar
gualquer dos métodos discutidos anteriormente, para cada uma
das equacles, ou sgja

Meétodo de Euler: A aplicacdo da formula de recorréncia
do método de Euler as equacdes acima, resulta em:

T X = X F hfl(xk’ X sz)

v d

1k+1

= Xy t hfZ(Xk' Xy Kz )

2k+1

|
Ix
M étodo RK -2: Utilizando a formula de RK-2 obtém-se:

i X = X+ 5 (k11 + kiz)

X, =X, +h& +k,,)

2k+1

—_—— —— —

Xk+l7 Xlk + hkll X2k + hk21)
onde il K, fz(xk Xy X )
i
%T k,, = 1, (Xk+11 Xyt hkn Xy * hk21)

—)
N
—h
=
—

A aplicagdo dos outros métodos (RK-4, preditor-corretor de
ordem 2 e 4) sefaz deformasimilar.



Ex.: Considere a seguinte equacao linear de segunda ordem:

‘3:32’ +4y =cos(t), y(0)=dy(0)/dt=0

gue pode modelar um sistema massa-mola sem amortecimento,
sujeito a uma forca externa do tipo (cos)senoidal, e que se
encontrainicialmente em repouso.

1
A soluggo exata para esta equaggo é ¥ = 5 (cos(t)- cos(2t))
(note que avariavel independente x foi substituida por t).

Para resolver o problema numericamente, defin-se X, =y e
X, =dy/dt =y, obtendo-se 0 seguinte sistema:

I X, =X,

X, =-4X, +cost) X,(0)= X,(0)=0

Aplicando o método de Euler, obtém-se:

\! X1k+l = Xlk +h X2k

) X=X, .=
,:\ Ko = Koy h(' AXy t COS(tk ))’ 1 =0

Considerando t = [0: 0.1: 1], as equacoes recursivas acima
fornecer&o os seguintes valores:

ty 0,00 /0,10 /0,20 |0,30 |0,40 |0,50 0,60 |0,70 |0,80 0,90 |1,00

X | 0,00 0,00 0,01 0,03 |0,06 0,10 0,14 0,19 |0,24 0,30 |0,34

X 110,0010,100,20 10,29 |0,38 10,45 |0,49 |0,52 |0,52 |0,49 0,44




