INTEGRACAO NUMERICA

Introducao

Em situagOes praticas, a funcdo a ser integrada ndo ¢

fornecida analiticamente, e sim por meio de pares (x, f(x)).

Nestes casos torna-se necessaria a utilizacao de métodos

numericos para o calculo do valor da integral de f{x).

Os métodos mais utilizados podem ser classificados em dois

grupos:

e Formulas de Newton-Cotes, que empregam valores de f(x)

onde os pontos sao igualmente espagados.

(1=[ 1) =[ p,()a |

diferentemente espagados, onde este espagamento ¢

e Formula de quadratura

gaussiana, que utiliza pontos

determinado por certas propriedades de polindmios

ortogonais;

Dentre as formulas de Newton-Cotes, as mais usadas sao:

e Regra dos Trapézios;

e Regras de Simpson.



Polinomio Interpolador de Gregory-Newton

A aplicagdo das formulas de Newton-Codtes pré-supdem a
utilizagdo do polinomio interpolador de Gregory-Newton (P,(x)),
que se baseia no polindmio de Newton:

P, =49 +a1(x—x0)+a2(x—x0)(x—x])+- . '+an(x_x0)(x_x1)' ' '(x_xn—l)

X—X
: T e 0 _
Fazendo a seguinte substitui¢do de variaveis: ~ h

logo:
X—Xx,=hz

(x=x)=[x=(x,+M)]=(x—-x,)—h=z-h—h=h(z-1)

(x=x,,)=h-[z=(n=1)]
Substituindo no polindmio de Newton:
f(x)zpn(x)zao +a,-h-z+a, -h-(z—])-h-z+---+anh[z—(n—1)]---h-z

p.(X)=a_+a, -h-z+a,-h*-z-(z=1)+---+a h"z-(z=1)--{z—(n-1)]
n 0 1 2 n

com:
alh=f(x])_f(x())(x]—xo):Ayo
X, —X,
s :f[xz,m]—f[xl,xo].hz _ ] fl)=fx)  Sflx)-S(x,)
’ X, =Xy 2 X, —X; X, —X,
2_1 2
a,h _2{A 0}
w_ A [
anh :Z{A yo}
logo:
P W)=, +5 a4 )OS o o )

2 : ! o



Diferencas Finitas

Xi—x.; =h=cte., Vi=0,-n
Entao as diferencas abaixo sdo “diferencas finitas”
a) Ay, =y, —> ordem zero
b) 4y, = AOJ’,-H - AO)/,- =y.,, —y, > 1“ordem
c) Azyi =AV,,, — Ay, =¥,,, =2y, + ¥, = 2% ordem
d) Ay, =4y, — A"y, > n’ordem

Ex.: Construir a tabela das diferencas finitas para a funcgao
caracterizada pelos pontos da tabela abaixo:

i X y Ay, | Ay, | Ly, | Ay,
0 | 1.00 | 500 | 250 | -200 | 350 | -6.00
i 150 | 7.50 | 050 | 1.50 | -2.50 :

2 | 200 | 800 | 200 | -1.00 ;

3 | 250 | 10.00 | 1.00 i

4 | 300 | 11.00 3

O polindbmio de Gregory-Newton representativo da fungdo
tabelada é:




Regra do Trapézio

A formula de integragdo numérica através da regra do
trapézio ¢ obtida, considerando uma linearizag¢ao da funcao dentro

do intervalo de integracao (interpolagio linear).

Polinémio interpolador: ordem 1.

&

fix)

B z P2 = f(a)
p1<x)_y0 +ﬁAy0’{Ayo =f(b)- f(a)

h
Igj;yo +28y, hdz==(,+)




Erro de Truncamento

Para a interpolacao linear tem-se:

A (a9 ERA Ty

Considerando que a representacdo exata de f(x) €:

f(x): pl(x)+ET = ij(x)dx = jjpl(x)dx+JjET dx

x—a=h-z
Sendo: x—bzh(z—l);
dcx=h-dz
tem-se:
x=a =2z=0, x=b=z=1
entao

. ]fu(g) 3 32 1
L E, dx = L T-hz H(z-1hdz = 7f”(5){?—71

h3
£, :_Ef"(g), a<e<b



Ex.: Determinar o erro maximo de truncamento cometido ao se

20]

avaliar a integral { = L O;dx pela regra dos trapézios.

a) Calculo pela regra dos trapézios:

1

12

h
E[f(b)+f(a)] ca=10:b=20:h=21=1:

AD=1; fi2)=17

o=l 232075
» = 2|2 4

b) Calculo do erro:

12

E=l )= 1)
12 12
N =1 .\ 2x 2
f(x)_x_g f(x)—x—4=x—3
~1 2 ] 2 1
E=-—-.°2 E =—.°=_2
12 g 1sEs2 = Bee T

Na verdade, E,;x ndo ¢ o valor do erro cometido, mas sim um
limitante para este erro. Para conhecer seu valor absoluto, ¢
necessario calcular o valor exato da integral.

c¢) Calculo exato:
I=| —dx=In(2)~In(1)=0.693

d) Erro relativo:

Al =1-1, =—0.057 - E%=-22" _ _g 50,

0.693



Regra dos Trapézios para multiplos segmentos

_b-a

h

83

[ [ ——

e

=

'E:: b —_— — —_— -
.

.

.

&

|

o

1=J‘:"f(x)dx:J‘:If(x)dx+j:2f(x)dx+---+J‘:”_ £(x) dx

Aplicando, a regra dos trapézios para cada segmento:

h h h h hi
12200t )t )+ 42 +2) =2 +yn)+5;l2-y,~
n—1
- VotV +2:2 0,

h -
1220 +3,)+h- 2y =(b-a) =

i=1 2-n

v
125(y0+2y1+~-+2yn_1+yn)

Erro de truncamento
(b - (1)3 C "
E =—7 ‘
T ]2 ) n3 ; f (81 )

Definindo um valor médio da 2* derivada em um ponto &

tal que: n-f"= Zf”(gi) , tem-se:
i=1




Primeira Regra de Simpson (Regra do 1/3)

& ¥

Conhecendo-se os valores de uma funcao f{x) em trés pontos
igualmente espagados x, = a, x; , x, = b, pode-se entdo aproximar
a fungdo por um polindmio do 2° grau e calcular o valor
aproximado de sua integral no intervalo [a,b], através da integral

do polinémio interpolador.

Fazendo:
Xo=a ; x=b ; h=(b-a)/2;
tem-se:

T dx=h-dz

z =

x=a=>z=0
x=b=>z=2



b
A integral = L A (x) dx pode entdo ser aproximada por:

= jbpg(x) dx

a

onde:

pz(n):J/O +z-4y, +MAZ

Yo

entao:

2 z-\z—-1
I = J.o {yo +z-4y, +¥A2yo} h dz
Resolvendo a integral, obtém-se:

I = h{ZyO +2Ay, +§A2y0}

Como:
Ayy =Y, =Y
Ay, =y, =y
Ny, =Ay, —Ayy =y, =2y, + ¥,
tem-se:

h
IE;[J’O +4y,+,]

Pode-se demonstrar que o erro de truncamento € dado, nesse
caso, por:

B, = ()
T90



Primeira Regra de Simpson com Multiplos Segmentos

e O desenvolvimento ¢ idéntico ao da regra do trap€zio com

multiplos segmentos.
e O intervalo de integracao ¢ dividido em n segmentos.

e Para cada dois segmentos ¢ feita uma interpolagdo com

polindmio de Lagrange de segundo grau.

Ou:

h
= 2[yg +4y, +2y, 4475+ 29, + 4 49,4,

Erro de truncamento

A expressao do erro de truncamento fica:

Observe que um numero par de segmentos
¢ necessario na implementac¢do do método.



Segunda Regra de Simpson (Regra dos 3/8)

Nesse caso, o intervalo de integracao ¢ dividido em 03 (trés)
segmentos para efetuar a interpolacao.

Logo, o polindmio interpolador ¢ de terceiro grau.

Considerando mais uma vez a formula de Gregory-Newton,
agora para p;(x), tem-se:

= jb[y vty + 26D g, Z'(Z_])(Z_2)A3yo}dx

como:

Ny, =Ay, - Ay
Ny, =Ny =Ny, { T TS A=y

Ny, = Ay, — Ay,

chega-se facilmente a:

30
];?[)’0 +3y, 43y, +¥,]

com: h =(b—a)/3
Erro de truncamento

O erro de truncamento € obtido atraves da integral:

£ :I3(Z(z—])(z—2XZ—3) f((i;) h5jdz

0 4!

Ou:

-3n° (7
E, = S0 f(g) b<e<a




Segunda Regra de Simpson com multiplos segmentos
e O intervalo de integragdo ¢ dividido em n
subintervalos;
e Nesse caso n ¢ multiplo de 3.

e ApOs as integracdes, obtém-se:

3
I=" 03430424 4 4 D 4,4 4)

com: h=——

Erro de truncamento

A expressdo do erro de truncamento fica:




Ex.:

Dada a funcio f(x)=0.2+25x—200x" +675x° —900x" +400x’

determine numericamente a integral da funcdo no intervalo [0,
0.8], utilizando o método do trapézio e a regra de Simpson.
Compare os resultados obtidos com o valor exato:

9

Lovaio=1.64053334

Regra do Trapézio

1=0.17228, E,= 1.46773334 ¢ €20=89.5% (relativo aE))

Regra do Trapézio com Multiplos Segmentos (n = 4), (h = 0.2)

[=14848,E,=0.15573 ¢ €20=9.5%

Primeira Regra de Simpson (Regra de 1/3)

1=1.36746667,E,= 0.273066 ¢ €% =16.6%

Primeira Regra de Simpson com Multiplos Segmentos (rn = 4)

1=1.62346667, E,= 0.0170667 e €% = 1.04%

Segunda Regra de Simpson (Regra de 3/8)

1 =1.64507716, E,= -0.0045383 ¢ €% =—0.28%



Extrapolacao de Richardson

E um método baseado na aplicacdo repetida das formulas de
Newton-Cotes para integragdo numeérica, com o objetivo de
melhorar a precisdo dos resultados obtidos.

Regra dos Trapézios

Chamando de /; o resultado obtido com a aplicacdo da regra
dos trapézios, para n; segmentos, o valor exato da integral pode
ser dado por:

1 (b-a)
n? 12

1

f'(e)

I=1,+E,; onde: E, =-

Aplicando a mesma regra para n, segmentos, com n, > ny,
tem-se:

I (b-af
I=1,+E,; . B, =- f'g)
,+L£,; onde: &2 ’122 72
Combinando as equagdes acima, fica:
I, +E,=1,+FE,
ou:
(b=af 11| (b=af . _(L=1)nnl)
I,—-1 = ——— =
2 12 f(g n; nfj 12 f() n’ —n;
Logo:
2
I:]2+%(]2_11)
h, —n,

Aparentemente, o valor exato poderia entdo ser encontrado
dessa forma.

E evidente que esse resultado s6 foi possivel, devido a uma
aproximacao adotada durante a deducdo: f ”(¢) foi considerado
com o mesmo valor para nimeros de segmentos distintos.



Ex.:Calcular I = J.O sen(x) dx pela regra dos trapézios para n=2

e n=4 ¢, posteriormente, melhorar o resultado através da
extrapolagdo de Richardson.

T /2
a) Para 2 segmentos: h:E =1, :7(3’0 +2y,+y,)=1571

il xi | yi | ¢
Ol 0 |0.00)| I
w2100 2
21 m 1000 1

h 7 /4
b) Para 4 segmentos: 1> :EZC}JG ; h:Z =1, Z%(4-828)=1-896

il x Ji Ci
0ol 0 0.00 | 1
1| n/4 0707 2
2| /2 1.000 2
3|3n/4 0.707 @ 2
41 = 0.000 | 1

c) Pela equacao de Richardson:

22

42_22

I =1.896+

(1.896 —1.571) = 2.004

d) Analiticamente, / = 2.000
Regras de Simpson

Uma vez que em ambas as regras de Simpson o erro de
, . . 4
truncamento € inversamente proporcional a n’, tem-se, para
ambas.
4
n
_ 1
[=1,+—1—(1,-1,)
n, —n

E claro que I, e I, devem ser calculados pela mesma regra.



Integracao Dupla

Deseja-se calcular = Jj _Ld f (x,y ) dy dx

A integral I pode ser escrita ainda na forma:

1= ([ )y i

G(x)=[" f(x.y)dy

Fazendo:

Obtém-se:
I= j ’ G(x) dx

Pode-se utilizar qualquer regra de integracgao.

A titulo de ilustracdo, mostra-se abaixo o desenvolvimento
através da regra do trapézio:

I :IjG(x)dx;%[G(a)+G(b)] h =b-a

b

Para o calculo de G(a) e G(b), tem-se:

d —

S Ulad)+ flac)]

Gla)=[" flay)dy =

d-c

Gb)= " £(b.y)dy=“==[f(b.d)+ f(b.c)]



Quadratura Gaussiana

Os metodos de integracdo estudados anteriormente
baseavam-se no conhecimento de pontos igualmente espagados, 1.
€., no conhecimento preévio dos pontos utilizados na formula de
integracao da fun¢do. Isso pode implicar em desvantagens, como
mostra o exemplo a seguir.

Considere, por exemplo, a integragdo pela regra do trapézio,
como mostra a figura abaixo:

7

I=(b—a)- f(a);f(b)

)

*)

Agora, suponha que a mesma regra de integracdo seja

aplicada, apos o deslocamento do segmento de reta AB para
cima, de tal forma que os erros positivos passem a ser
compensados por erros negativos, como mostra a figura abaixo.

fix)

Nesse caso, a integral poderia ser obtida de forma exata,
desde que x; e x, fossem escolhidos adequadamente.



Método dos coeficientes indeterminados

A fim de ilustrar esse método, que sera usado para a
quadratura gaussiana, escreve-se a equacao (*) na forma geral:

I= sz(a)+czf(b) (**)

com c¢;, ¢, constantes a determinar.

A partir dai, exige-se que a regra do trapézio forneca um
valor exato, quando a funcdo a integrar ¢ uma constante ou uma
reta, p. ex., paray = [ e y = x. Assim;

clfl(a)+cgf1(b)=j_b " ldx=b-a

¢, frla)+c, f,(b)= bedx =§(b2 —a2)=§(a+b)(b—a)

Considerando que:
{f 2 (a) =da . )
fila)y=fi(b)=1 e 1, (b) _} - fespectivamente, obtém-se:
1
ac, +bc, = E(a +b)—a+b)

c,+c,=b—-a
—bc, —bc, =-b(b—a)

2
1 b—a
c,=b——la+b)=
=h-d )=t
CZ:b_a_b—a:b—a
2 2

que, substituindo em (**) reproduz a formula da regra do
trapézio:

2 1(0) =211 @)+ S 0]




Quadratura de Gauss - Formula para 2 Pontos

Seja I = _[ff (x)dx a calcular.

A fim de obter a formula de Gauss para integracao
numérica, deve-se inicialmente realizar uma mudanca de varidvel,
tal que o intervalo de integragdo muda para [-1, 1]:

(ﬂ=a+b
Xx=az+ = a=a-1)+p Ny 2 :x:b—az+b+a
b=a(l)+ B ,_b-a 2 2
\ 2
dai:
f(x)zf(b_az+b+aj dx:b_adz
2 2
Logo:
L f(x)dx = J._IF(Z)dZ
onde:

A formula de integragdo gaussiana se reporta a expressao
geral de interpolacdo, para aproximar o resultado da integral
acima:

onde:
F — Func¢ao de base
n — n°de pontos
A; — Coeficientes ou pesos, a determinar
z; — Raizes, a determinar

Uma forma de obter formulas Gaussianas ¢ procurar fazer

: ~ 2 2n-1
com que sejam exatas ao se usar fungdes de base /, z, z°, ..., 27",

o que resulta em 2n condi¢des determinagao dos z; € A4;.



Ex.1: Determinar os coeficientes e as raizes da formula de
integracao de Gauss, para dois pontos, utilizando como fungdes
debase F(z) =Z", k=012 3

Solucao:

Illzk dz = AOF(ZO)+ AIF(ZI)

Entao:
k=0=[ 2'dz=2=4,F((z))+ A,F(z,)
2=A,+ A,

k=1= flzl dz = AOF(ZO)+ A]F(ZI)

I I
0=A4,z,+ A,z

k=2= jjjzz dz = AOF(ZO)-I— AIF(Z])
2/3=A,z] + Az}

k=3=[ 2 dz=4,F(z,)+ A,F(z))

. 3 3

Resolvendo o sistema de 4 equagdes, onde as incognitas sio:
Ao, Ay, Zy, € Z;m tem-se:

Substituindo esses valores na formula geral, fica:

I = Fl-1/43)+ F(1/43)

que ¢ a formula de Gauss para dois pontos.



Ex.2: Calcular, através de quadratura Gaussiana para dois pontos:
=1 e Z dx

Solucao:

I = AOF(ZO)+A1F(21):F(_/ﬁ)+F(%ﬁj

F(Z)zb_a+(b;aZ+b;aj

b=2,a=-2,x=27

F(Z)=2f(2Z)=2¢"*

A W) s A V)2

-2
I, =4e 5 = 20537




DIFERENCIACAO NUMERICA

Introducao

Fazendo uso das propriedades de linearidade do operador
A, ¢é possivel expressar as diferengas finitas de uma fungdo
¥ = f(x) em termos de suas derivadas e vice-versa.

Fazendo uso da série de Taylor, podemos escrever:

2 3

! h " h "
y(x+h)=y(x)+hy (x)+5y (x)+§y (X)+--
_ P B
—(1+hD+7!D +§D +- p(x)

=e"y(x)
ou seja:

D . _—hD
Yin=¢ Vis Viqa =€ )
Logo, o operador A pode ser escrito como:

Ay, :Aoyi _Aoyi—l =Vi= V=V _e_hDyi = (l_e_hD)yi

h’ n’
= 1—(1+hD+—D2 +—D° +---Hyi
2! 3!

2 3
= 1—£D+h—D2—h—D3--}hDyi
2! 3! 4!

Portanto, simbolicamente:

(A=(1-¢")

A = (l—e_hD)2 =1-2¢™ +e?*"” =n’D*-1’D’ +lh4D4 — e
) 12
A2 =(1_e—h1))3 _ 13 pD? —%h4D4+%h5D5 o




Diferenciaciao por Diferencas Finitas Retroativas
O termo “retroativas” deve-se ao fato de que as diferencas

finitas para o i-éssimo ponto sdo definidas tomando-se valores
para este ponto € seu antecessor, ou seja:

Ay, = Aoyi _Aoyi—l =V:i—)ia

Equagdes que expressam as diferencas finitas em termos das
derivadas de uma funcio y = f(x) foram determinadas.

A partir destas, podem ser obtidas equacdes que expressam
as derivadas de uma fun¢io em termos das diferencas finitas.

A=(l-e™)=e™ =1-A

dai:
2 3 4
ln(ehD)=ln(1—A)=—(A+A—+—+AT+ j
logo:
2 3 4
DA+ A A
3 4

Sendo assim, temos:

( 2 3
D=8 lp s Mo
h 2 6 24
2
D? = A2 D'~ 12Dty
9 h 12

3
D’? :%+%hD4—Zh2D5+




Retendo-se apenas o primeiro termo das derivadas:

( Ay, 1
Dy, ==+ 0(h) =+ (v, =y, )+ O(h)
Ny, 1
| D2y =S5 O = (v, =2y, + 3,,)+ Oh)
Ny, 1
D'y, = h—3y +O(h) = ?(;vi =3V 3V~ Vi) + O(h)

obtém-se aproximagdes para as derivadas de uma funcao

¥ = f(x), no ponto i, com erro da ordem de A.

Retendo-se os dois primeiros termos das derivadas, obtém-

s 2
se aproximacgdes com erro da ordem de /4”.

( 1
Dy, = 5(3)21- _4yi—l + yi—2)+ O(hz)
1
| Dy =25 (20 =Sy + 4y = v )+ O
1
D3yi :?(Syi _18yi—1 +24yi—2 _14yi—3 +3yi—4)+0(h2)

Pode-se entdo, pela retencdo de m termos, obter-se

expressoes para as derivadas com erros da ordem de 4",



Diferenciaciao por Diferencas Finitas Progressivas

Seguindo procedimento analogo ao empregado para a
diferenciagdo por diferengas finitas retroativas:

Retendo-se apenas o primeiro termo das derivadas, obtém-se
aproximagdes para as derivadas de uma fung¢do y = f(x), no
ponto i, com erro da ordem de /:

1

( Ay. 1
Dy, =%+O<h> =2+ p)+00)

Ay 1
Dzyi: g}l +0(h):_2(yi_2yi+l+yi+2)+0(h)
1 h h
Ay, 1
D3yi = hg/l +0(h)=?(_yi+3yi+l_3yi+2+yi+3)+0(h)

Retendo-se os dois primeiros termos das derivadas, obtém-

L 2
se aproximagdes com erro da ordem de /”.

-

1
Dy, :ﬁ(_ 3y, +4y., _yi+2)+0(h2)
1
) Dzyi =ﬁ(2yl _Syi+1 +4yi+2 _yi+3)+0(h2)

D'y, = %(— 5y, +18y,, —24y., +14y., -3y, )+ O(h*)




Diferenciacao por Diferencas Finitas Centrais

Seguindo, novamente, procedimento analogo ao empregado
para a diferenciagdo por diferencas finitas retroativas, obtém-se:

-

1
Dy, = Z(ym ~ Y1)+ O(h?)
2 1 2
| Dy =25 iy = 23+ 3 )+ OCH)
1
D3yi :2—]13()/142 _zyi+1 +2yi—1 _yi—2)+0(h2)

C
Dy, =——(= ¥, +8Y,.1 =8y, + 7, )+ O(h*)
12h
DYy = (= y., 16y, =30y, +16y,_, —y,_, )+ O(h*)
) yi_lzhz Vi Vit Yi Yian = Vi
1
D%y, = o (= Vs +8Y10 =137, + 13y =8y + 15 )+ O

OBS.: Sempre que possivel, usam-se, para
aproximar  derivadas, formulas em
fungdo das diferencas finitas centrais,
tendo em vista que elas sdo mais precisas.

As mais simples ja sdo de O(°).



Ex.2: Dada a tabela abaixo, aproxime::

i 0 1 2 3 4
X; 1,8 1,9 2,0 2,1 2,2
vi | 10,8894 12,7032 14,7781 17,1490 19,8550

a) f (2,0), usando diferencas finitas retroativas, com erro da
ordem de 47

Solucao:

1
Dy, = ﬁ@yi —4y  +y,)+O0) =
1

"(2,0) =
/&0 2x0,1

£7(2,0) ~ 22,0545

(3x14,7781-4x12,7032 +10,8894) =

b) /7 (2,0), usando diferengas finitas progressivas, com erro da
ordem de /°.

Solucao:
I
Dy; =5 (=37,+ 431 =y )+ O0F") =
CUEE 10 (-3x14,7781+ 4x17,1490 ~19,8550) =
X 9

£7(2,0) = 22,0335

c) f(2,0), usando diferencas finitas centrais, com erro da ordem
de 7”.

Solugao:
1
Dy; = — (i = yiy)+ O(H) =
2h
£/(2.0)~ —- (12,7032 - 17,1490) =
2x0,1

£7(2,0) = 22,2290



d) Sabendo que:
y=f(x)=xe" & Dy=f(x)=(x+1);

determine o erro (O(h°)) em cada caso:

Solu¢ao:

Valor exato: f'(2,0) = (2 + l)e2 = 17(2,0)=22,1672

Diferengas finitas retroativas: £7(2,0)=22,0545+O(h*) =
O(h*)=22,1672-22,0545 =
O(h*)=0,1127

Diferencas finitas progressivas:  £7(2,0) = 22,0335 + O(h*) =
O(h*)=22,1672-22,0335 =
O(h*)=0,1337

Diferengas finitas centrais: £7(2,0)=22,2290 + O(h*) =
O(h*)=22,1672-22,2290 =
O(h*)=-0,0618



