INTERPOLACAOQO

Introducao

e A interpolagdo consiste em determinar, a partir de um
conjunto de dados discretos, uma fun¢do ou um conjunto de
fungdes analiticas que possam servir para a determinacao de
qualquer valor no dominio de defini¢3o.

e Pode-se ver a interpolagdo como um processo numerico que
mapeia uma funcao discreta para uma fun¢do continua.

e A interpolagdo tem vasta aplicacdo em diversos campos da
ciéncia, como por exemplo, na computacdo grafica, no
processamento de sinais € imagens.

e E ferramenta numérica basica na integragdo numérica e nos
rigorosos meétodos numéricos de solu¢do de equacgdes
diferenciais (Método de Galerkin, Método dos Elementos

Finitos, Elementos de Contorno, etc.).

Problema Geral de Interpolacao

Dados:
1. Um conjunto de pontos x},i=12 .., N
2. Um conjunto de valores { ,-}, i=12 .., N
3. Um conjunto de fungdes (denominadas de funcoes de base),

@), j=12 ., N
Encontrar:
Os coeficientes a;, j = 1,2, ..., N, tal que

N

v, =Za_/.fj(xl.), I = 1,2, ,N

J=1



A equagdo acima pode ser escrita sob forma matricial
y=Baoua= B']y,

onde y e a sdo vetores colunas representando respectivamente os
dados conhecidos e os coeficientes a serem determinados, ¢ B € a
matriz definida por:

B = {bi,j} :fj(xi)

E importante observar que para o problema de interpolagio
ter uma solucdo € necessario que a matriz B admita uma inversa,
o que pode ndo ocorrer dependendo da escolha das funcdes de
base.

Ex.: Dado x = (I, -1) e y = [1 0]" e escolhendo as funcdes
de base como f; (x)= x /0 ,temos:

0 det(B ) =0, portanto o sistema ndo admite solugdo.



Interpolacao linear

A partir de dois pontos distintos de y = f(x), p. ex. (xy)0) €
(x;, y1), deseja-se encontrar o valor da fun¢do y; para um ponto de
abcissa intermediaria x;.

A maneira mais simples de estimar y; ¢ através de uma
interpolacdo linear, i.e., supondo que o ponto (x; y;) pertence ao
segmento de reta que une os pontos de coordenadas conhecidas.

Esse segmento ¢ parte do “polindmio interpolador” de 1°
grau, definido por:

P(x)=a,x+a,

A fim de determinar os coeficientes a; e ay, deve-se resolver
o sistema:

{alxo +a, =Y,
ax,+a, =y,

ou, em forma matricial:

Pode-se demonstrar que para que o problema de
interpolagdo seja determinado, o grau do polindmio interpolador ¢
sempre igual ao nimero de pontos menos um.



Erro de Truncamento

E o erro cometido em decorréncia da representacao de uma
suposta fun¢do f(x) por uma reta, o que equivale a desprezar os
termos de ordem igual ou superior a 2 do seu desenvolvimento em

série de Taylor.
Seja p. ex. a fun¢do do grafico:
Seu erro de truncamento ¢ dado
por:

ET(xi):f(xi)-p](‘xi)

Vi ___
f(xg———;ﬂ‘
L |
7 | :§i:|F1(Xi)
L
p X5 X

E facil observar que esse erro se anula para X=X,e¢

paraXx =X,. Assim, pode-se escrever a expressao do erro na forma:

E,(x;)=A(x-x,)(x-x,)

A fim de determinar uma expressao para A, considere-se a

fun¢do auxiliar G(#) definida por:

G(t)=f(e)-8,(6)= E, ()= f(t)—(ayt +aq) —(t = x, )(t —x,)- 4

E facil observar que G(f) se anula, pelo menos em trés

pontos: xy, x; € x;. Portanto:

de, e(xo,xi)/G'(81)=
de,e(x,,x,)/G'(s,)=0

Mas, G"(¢)= f"(e)~24=0,logo: 4=

fe)

2

0
>:>E|8€(81,82)/G”(8)=0

Assim, a expressao do erro de truncamento, fica:

f!!(s)

E;(x)= 5

(X =X )X —x,)



Exemplo.

Determinar o erro de truncamento cometido ao se efetuar
. ~ . ~ 2
uma interpola¢do linear da funcdo f (x)=x"-3x+2, entre os

pontos X, =1.0 ¢ x, =1.5  para estimar o valor de f{1.25)

Solucao:

f(H=0 ; f(1.5)=-0.25

f'(x)=2, Vx

E, (1.25)=(1.25-1.0)-(1.25 - 1.5)-% =—0.0625

O valor real de f(1.25) ¢ —0.1875 e o valor estimado pela
interpolacdo linear pode ser calculado, apds a determinagdo dos
coeficientes, de acordo com:

I Ifla | | 0
15 1]|a,| |-0.25
11 a, 0 a,=0.5
0 —05] |a,| |-025 a,=-0.5

p,(1.25)=-0.5-1.25+0.5=-0.125

O erro percentual ¢: 33.33% (alto!)



Interpolacao quadratica

Dados trés pontos (xo,yo ) (xl,yl ) e (xzyyg) , pode-se
definir um polinémio interpolador de acordo com:

pz(X)Z a, +a1x+a2x2

com erro E7 nulo para os 3 pontos dados. Os coeficientes de p,(x)
podem ser determinados através de:

-

2 _

2
14, +611X1 +a2x, =Y

2 _

ou ainda:
I x, xg ) Yo
I x, x12 1A (=
I x, x22 a, V>

O sistema tera solucdo se o determinante (de Vandermonde)
da matriz dos coeficientes (V) for diferente de zero:
det(V) =x1x, +X,X] +X,X, —X,X, —X,X; —X,X]
=3 (x, —x0)+x]2(x0 —x2)+xj(x2 _xl)
= x, (02 =52 )+ x, (2 = x2 )+ x, (2 = )
= xo(xl _xz)(xl + x2)+x1(x2 _xo)(xz + xo)
+ xz(xo _xl)(xo + xl)

Demonstra-se que det(V): (x] — X )(xz — X )(xz _xz). O
leitor pode tentar chegar a esse resultado, apds triangularizar a
matriz V.

Erro de Truncamento

E, :(x_xo)(x_XJ)(x_xZ). 3!



Interpolacao Polinomial

e As fungdes de base sao polindomios.
e (s mais utilizados sdo os:

= Polinomios de Newton;

= Polindmios de Lagrange; e,

» Splines (uma classe de polindmios parcialmente definidos).

Interpolacio por Polinomios de Newton

Defini¢ao do polindmio de Newton:
P, =4 +a1(x—x0)+a2(x—x0)(x—x])+- . -—I—an(x—xo)(x—x])- ' '(x_xn—z)

ou

onde: a; sdo os coeficientes do polindmio a serem determinados

na interpolagdo e x; sdo os centros.



Determinacio dos coeficientes

Considere um conjunto de pontos {x,-,y,-}, com Y, = f (X,-).
Seja P, (x) o polindmio de Newton a ser usado na interpolacgao.

Como p, (x) deve reproduzir os valores de f nos pontos dados,

tem-se:

p,(x)=rf(x,) i=12..n

f(x)an(x)=a0 +a1(x—x0)+ az(x—xl)(x_xo)+...
+ay(x—x, ) x —x, or—x,)+---
+an(x—xn_1)---(x—x0)

ay :f(xo)
a, = f(x;)_f(x())—f[x,,xo]

a (x2 — X )(xz xo) f(xz) f( ) [xl Xo ](xz xo)
a (x2 —X )(xz xo) A (xz) A (xl) A [xz Xo ](xz xo)+f (xl) A (xo)
=)o) = )~ L LN

f(xz) f(xl) f[xl xo](xz Yo — xl+x0)
az(xz_xl)(xz_xo):f(xz)_f(XJ)_f[xl’xo](xz_xl)
)

Xy, =X




f(x3): dy +a1(x3 —x0)+a2(x3 _xl)(x3 _xo)"'
+ a3(x3 —X )(x3 —X )(x3 _xo)
az(xa _xz)(x3 _xl)(x3 —xO)Zf(x3)—f(x2)—
—f[xz,xl,xo](x3 _xl)(x3 _xo)_
f[xlsxo](x3 —x0)+f(x2)—f(xl)+
+fla) = flxy)
a3(x3 _xz)(x3 _xl)(x3 —x0)=f(x3)—f(x2)—
_f[xzax1axo](x3 _xl)(x3 _xo)_
'f[xlsxo](()% _xo)+
f(xz)_f(xl)(
f(xl)_f(xo)(
f(x3)_f(x2)(
—f[x2,x1,x0](x3 _xl)(x3 _xo)_
'f[xlaxo]()% _xo)"'f[xzaxl](xz _xl)_
—f[xz,xl]()% _xz)"'

+f[x2,x1](x3 _x2)+f[x19x0](xl _xo)

Xy —x0)+

_|_

X _xo)

+

X3 _xz)_

a3(x3 X )(x3 X )(x3 _xo) =

=(x3 —xz){f[x3,x2]—f[x2,xl]}—
_f[xzaxlaxo]()% _xl)(x3 _xo)"'

+f[x2,x1](x3 _xl)_f[xl’xo](XS _xl)

=(x3 —xz){f[x3,x2]—f[x2,xl]}-u—

X3 =X

—f[x2,x1,x0](x3 _xl)(x3 _xo)""

+(x3 _xl){f[xzaxl]_f[xpxo]}'

Xy =X

Xy =X



onde f [xk,xk_ Jrreen X 1] ¢ chamada de diferenca dividida entre

Assim, substituindo os valores dos coeficientes na expressao
do polinémio, tem-se:

Py =f(xo)+f[x,,x0](x—x,,)+f[x2,x],x0](x—x0)(x—x1)+---+
f[xn,xn_,,---,xo](x—xo)(x—xl)---(x—xn)

ou
i—1

P, = if[xwxi—l"”’xo]l_[(x_xj)
i=0

J=0

Tabela de Diferencas Divididas

I X; f(x,—) ]a 2a 3a
0xy fxp)
Sx1x0]
1]x; f(x)) Sx2.%1,x0]
f[xz,xl] f[xs,xz,xbxo]
2[x> f(x)) Sx3,x2,%/]
Sxs,x;]
3|x3 flxs)
u-i -r
iﬂﬁ}ﬂ' :ﬁ'j Kigg A Yi
Mg — &
Ex. 1:
i X Yi Iﬂj.}”i iﬂzJ’i fﬂg}’j iﬂqﬂ"ﬁ
0 0.0 1.008 0.28 1.1 1.0 0.0
1 0.2 1.064 0.61 1.6 1.0
2 0.3 1.125 1.09 2.0
3 0.5 1.343 1.69
4 0.6 1.512

2,(x)=1.008+028x—-0.0)+ 1. 1{x—0.0)x—0.2)+ L.O(x—0.0\x—0.2)x—0.3)



Ex. 2: Estimar o/n(2) , utilizando o polindmio de Newton de
terceira ordem

I1x;|  fix) 1 2° 3¢
0| 1 0
0.46209813
114 1.3862944 -0.051873116
0.20273255 0.000786554415
216 (1.7917595 -0.020410950
0.18232160
31 511.6094379

assim

p,(x)=0+0.46209813(x -1)-0.051873116(x - 1)(x - 4) +
+0.0078655415(x - 1)(x - 4)(x - 6),

25(2)=0.62876869, In=0.69314718 : &, = 9.3%

Estimativa de Erro na Interpolacdo por Polinomio de Newton

Semelhantemente ao truncamento feito na série de Taylor,
tem-se:

ou:

Rn :f[x9xn9xn—l7.”7x0](x_XO)(x_xl)“.(x_xn)

Rn zf[xn+19xn’xn—l9“.9x0](x_XO)(x_xl).”(x_xn)



Interpolacao por Polinomio de Lagrange

O polindmio de Lagrange ¢ simplesmente uma reformulagao
do polindmio de Newton, que evita o calculo de diferencas

divididas.

A forma geral do polindmio de Lagrange ¢:

=3 L

onde:
L.(x)= Hx iy
J#L
com
Li=
L)1)

O erro estimado de interpolagdo ¢ o0 mesmo do polindomio de
Newton.



Deducio dos coeficientes do polinomio de Lagrange
(a partir do polindomio de Newton)

f(x0)+(x_xo)f[xlaxo]

P (x)

pl(x)=f(x0)+(x_x0)f(xl)—f(xo)
X, — X,
P = almbl (x, )+ Y~ X 7(x,)
Xo =X X, — X,

que ¢ o polindmio sob forma de Lagrange.

De forma semelhante para p, (x) Ps (x) oo Py (X):

Pz(x):f(xo)"'(x_xo)"'f[xpxo]"'(x_xo)(x_xl)f[xz’xpxo]

)f(xl)_f(xo)

X — X

+

:f(x0)+(x—x0
f(xz)_f(xl) f(xl)_f(xo)

Xy =X X — X

+(x—x0)(x—x1)- . —x

=f(x0){1_ oy, (x_x(,)(x_x,))}+

X=X (xz _xo)(xl — Xy

+f(x1>{x—x0 N (x—x, Nx—x,) (x—xo)(x—x])}

X=Xy (xz —xo)(x2 —x]) (xz —xo)(x] _xo)
(x—xo)(x—xl)

X =Xy )(xz - x])

+f(x2)'(



_ ﬂxo)(xz _xo)(xz xa)z(x xo))((xz )) (x xo)(x xz) n
PR S A Ay e

(xz x())(xz x])<x1 xo)

+1(x,)- ((x—xo)(x—xl)

X=X )(xz _xl)

_|_

— flx (x—x,)(x—xz)
f(g)(xfx’xﬁxz)x (e 5= ) )
+f(XI) 02 0 (sz _]xo)(xz _);1)(3;1 _3:0) — |
+f(x2)- ((x_xo)(x_x1)

X, =X )(xz —X )j

A4

L

+

_f ; (x—ﬁxl)(x—xz)\_i_

—f( 0)()6(0361)()?(0%))( ) ( )[ ]}
X=X WX, =X NX, — X )= X —x X — X + X, — X +

+f(XI) (xz_xo)(xz_xl)(xl_xo)

+1,

=T,+T, + f(xz ) (x - ZC;Z){EX;OS();Z )Ex)zclg(il :;CO‘; X )}

p,(x)=T, +f(x])((x—xo)(x—xz))+f(x2)((X—x0)(x—x1)

xz_xo)(xz_xz xz_xo)(xz_xl)



Comparacao entre as interpolacoes de Lagrange e de Newton

A fim de estabelecer uma comparagdo, determina-se o
numero n (nimero de pontos) total de multiplicagdes/divisdes
para cada método:

Mult. Div. Total
2 2 _
Newton 2n-3 nn no+3n-6
2 2
Lagrange n’ -1 2n n’+2n-1
. n’+3n-6 2 .
A Condi¢do 5 <n +2n-1 ¢ verdadeira vn:

Entretanto, se varias fungdes devem ser interpoladas no mesmo
intervalo, a interpolacao de Lagrange pode se mais vantajosa, uma
vez que os produtos dos denominadores sao calculados apenas
uma vez.

Ex.: Estimar/n(2) , a partir dos dados abaixo

I X Sxi)

0 1 0

1 4 13862944
2 6 1.7917950

_ (x_xl)(x_xz)
pz(x)_ (3(C0 — X, ))((XO —)C3
+2x2312)(x2> ;l)j(((xz))( )
2-4)2-6 2-0)2-6
p»(2)= 0 0=6) O imoya—g) B
2-0)2-4)
+ (6_0)(6_4)x1.791795
P,(2)=0.56584437
In2 = 0.69314718

)f(x0)+ ((x_xo)(x_xz)

X1 =X )(xl — X

)f(x1)+




Interpolacao por Splines Cubicas

Splines (régua flexivel)

Em vez de se procurar determinar uma unica fun¢do de grau
elevado que reproduza o comportamento de um conjunto de
pontos dentro de um intervalo, pode-se dividi-lo em
subintervalos, a fim de permitir a utilizacdo de varias fungdes de
baixo grau (caso de polindmios).

A interpolagdo mais simples consiste em aproximar o
comportamento da fun¢do entre dois pontos consecutivos por
segmentos de reta.

Splines Cubicas — Definicdo e dimensionamento do problema

Dado um intervalo [a, b], dividido em k& subintervalos [¢,,z.,, ]

comi=1,...k , pode-se definir, para cada um destes, uma sec¢do
polinomial cubica, como polindmio interpolador da fun¢do a
aproximar, como mostra a figura:

¥




Definicao:
pi(x)zsi(x):aio +ai1(x—ti)+aiz(x —ti)2 +ai3(x—ti)3, 1=(1,2,...,k)
com as seguintes propriedades,

(i) s:(t:) = 5., (t;)
isto resulta em 2k - 2 equagdes

(if) s/(¢,)=s0.,(t,)
resultando em k-7 equacdes

(iif) s7(,) =7, ()

Os limites dos intervalos sdao chamados de nos. Aplicando a
condi¢do de erro de truncamento nulo para ambas as splines de

um mesmo no intermediario, obtém-se duas equagdes para cada
um destes.



Essa condi¢do produz ainda duas equagdes para os nos
extremos. Considerando que existem k+/ nos, a condi¢do de
erro nulo gera entdo [(k +1)-2]-2=(2k) equacdes.

A fim de garantir uma funcdo interpoladora inteiramente
diferenciavel, € necessario que as derivadas a direita e a esquerda

de cada nd intermedidrio sejam iguais. Isso resulta em
(k+1)-2=(k-1) equagdes.

Condi¢dao semelhante deve ser aplicada para as derivadas

segundas, para garantir que os nos intermedidrios nao sao pontos
de inflexdo. Isso resulta em mais (k-1) equagdes, totalizando
2k + 2(k - ])= 4k -2 equagoes.

Cada spline ¢é definida através da expressao:

S'(x)zaio +ai](x_ti)+ai2(x-ti)2 +ai3(x-tz')3

possuindo portanto 4 (quatro) coeficientes a determinar.
Existem assim 4k incognitas e 4k -2 equagdes.

A fim de eliminar esses dois graus de liberdade ¢ comum
exigir-se que as derivadas segundas se anulem nos pontos
extremos do intervalo (spline natural).

Caso sejam conhecidas informacdes adicionais sobre a
funcdo a ser aproximada, como, por exemplo, as primeiras
derivadas nos extremos, essa condi¢ao pode substituir a condi¢ao
anterior.



Deducdo do Algoritmo para Splines Cubicas

Considerando que cada par de ndés € conectado por uma
spline cuibica entdo a derivada segunda desta spline € uma reta.

Representando essa reta, sob a forma de um polindmio de
Lagrange, tem-se:

X—X X—X
" _ i i—1
Si (X) - bt—l + bi
xl—] _xi xi _xz 1
Notar que:
" X: — X. X. — X.
_ i i+1 i i
Sii (xi) = b, +b,,, = b,

Xi = Xiyg Xivg =X

S; (xi ) = b,

S-,()C)ZIS;'()C)'F]C] =Lj(x—xi)dx+ i I(x—xi_l)dx+k,

(x X; )3 (x — X )3
x)= [ 8i(x)dx =b,, +b, +kx+k,
6 (xi—l - xi) 6 - (xi - xi—l)

klx + kz =C; (‘xi - x)+ di (x - xi—]): (di —¢ )x +Cx; — dixi—l

mas S,(x,,)=/f(x,) e §(x)=f(x,)



Si(xi—l): b, (S(Xl()é _ii))c )+Ci(xi — X 1)_ f(xl—l)
('xi — X )2
Si('xi):bt P +d(xl_xi—1):f(xl)
c = f(xi—l) —b. (xi — X )2 1
l X =X ! 6 (xi _xi—l)

_ (x — X )3 (x — X )3 _ _ *
Si(x)_ b, 6(xi_1 _ xi) +b, 6(xl. ~ xi—l) + C(‘xi x)+ D(x 'xi—l) (*)

onde:
C = |: f(xi—l) _b,'_l Xi —Xig :|
X, —X; | 6
D:|: f(xi) _bi xl _le:|
X, — X, 6
Notar que:

$0)= 5= | )= Y |- 1)

5(s) =20 F o LB ), -5)= )

Xy —X 6

Portanto, nao ha descontinuidade.



Derivando (*), tem-se:

Xi =X

S’(x) =b_, (x_xi )2 b (‘x—xi—l )2

1
2 (xi —Xi

(bi—l _bi)

)+f[xi’xi—]]+

Por analogia:

2

' (x_x' 1) Xivs —Xi
S (x)=p o)y TR et TN
H—I(x) i Z(Xi _xi+1)+ i+1 2(x x.)—i_f[XHI xz]+ 6 ( i 1+I)

6
x@):i@—%)+ﬂ%%J+@—%g@th)
=(x, - x,, )(— %j + flx,x,]=
A A e )
@,_%lfff+@;_xﬂ)%;+2?(%H_x)+bm(%ﬂ_x)
={f[x %, |- flx;,x ., )6
(x, —x,_ b, +2(x,, —x,, b, +(x,,, —x, .., =

= 6{f[xi+19'xi]_f[xi’xi—l ]} )

onde:

= {f[xi+19 X ] - f[Xi9 X1

B:{ﬂﬁﬂ—f@J_f@Jﬁﬂ%J}

X, — X A

1+ 1 1 1

para i=1,+- k-1



A equacdo correspondente a i=1 possui 3
incognitas:0y,b,,b,, mas na equacio de i=2, aparecem

b,,b, eb; i.e. uma lnica incognita adicional.

Generalizando, a adicdo da j-ésima  equagdo,

p/j=2,...k+1 faz surgir apenas uma incdgnita a mais.

Portanto, existem [(k -1)-2+1+3 ] =k + I incognitas.

Como o sistema acima define apenas (k -1) equagoes, as
duas incognitas restantes podem ser obtidas a partir da condicao

de spline natural:

S'x,)=0 = b,=0

X, — X
" _ k k
Sk(xk)_O = by,

X1 — Xk X = Xpg




Ex.1: Representar por splines clbicas:

i 0 1 2 3

X; 0 7/3 27/3 Z

Vi 0 J3/2 J3/2 0

Nesse caso k=3 splines.

Portanto, a equacdo (**) deve ser escritapor i=1 ¢ i=2:
(xz — Xy )bo + 2(x2 — Xy )b1 + (x2 —X )bz = 6{f[x2’x1]_ f[xwxo]}

(xz _x])b] +2(x3 _xl)bZ +(x3 —X; )bs = 6{f[x3,x2]—f[x2,x1]}

, {bo =0
Splines naturais =
b, =0
Ty Zh =6 g 33
3 3 27
T+, =6 -3,
3 3 27

Usando um método qualquer para resolu¢ao de sistemas de
equacoes lineares, obtem-se:

_27.3
2

Sr

b =b, = =—0,9477



Apos determinados b; e b,, definem-se as splines:

LB lex) hlen)

6 X,—X 6 x —x, Cl(x_x1)+d1(X—x0);Para:Ongg

L) By a2 L) )
X —x, 6 X —x, 6
3 3
szzﬁ(x_XZ) +§(x—x1) —cz(x—x2)+d2(x—x1);Para—SxSE
6 x,—x, 6 x,—Xx 3 3
C, = f(XI) _ﬁ(xz_)ﬁ) : d, = f(xz) _b_z(xz_)ﬁ)
X, —x, 6 xX,—x, 6
3
83:§(x—x3) +§(x—x2) —c3(x—x3)+d3(x—x2);Para:—nSxﬁn
6 x,—x; 6 x;—x,
L TR PR L) LYY
Xy — X, X, —x, 6

Efetuando-se os calculos, obtém-se:

s, =—0,1508x +0,0000x* +0,9924x +0,0000; Para:0< x< %

s, =0,0000x> —1,4738x” +1,4886x—0,1732;  Para :% <x< 2

3
s, =0,1508x" —1,4215x> +3,4734x —1,5588;  Para :2?7[ <x<rx

0.8 r
06
0.4 51
02F
DL | |
a 0.5 1



