7- PROJETO DE SISTEMAS DE CONTROLE USANDO O ESPAÇO DE ESTADOS
7.1- DESCRIÇÃO POR VARIÁVEIS DE ESTADO

É aplicável a sistemas de múltiplas entradas e múltiplas saídas, que podem ser lineares ou não-lineares, invariantes ou variantes no tempo e com condições iniciais não-nulas.


O estado de um sistema no instante t0 é a quantidade de informação em t0 que, junto com a entrada u(t) em 

, determina univocamente o comportamento do sistema para todo 

.
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x(t) ( vetor de estado 
xi(t) ( variável de estado
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U(t) ( vetor de entrada
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Y(t) ( vetor de saída







Anxn  ;  Bnxp  ;  Cqxn  ;   Dqxp

Na representação por variáveis de estado:
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Equação de Estado (dinâmica do sistema)






Equação de Saída (observação do sistema)


Aplicando Transformada de Laplace temos:
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Para condições iniciais nulas ( X(0)=0 )
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Y(s) = G(s) U(s)

onde






Matriz Função de Transferência

7.2- SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DE ESTADO
· Caso Escalar
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· Caso Vetorial
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A matriz exponencial 

 pode ser calculada através da série:
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que converge para todo t finito e para todo A.

7.3- ESTABILIDADE

Considere uma representação em variáveis de estado de um sistema SISO:
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- Teorema

Um sistema é estável se quando u(t) = 0, para todo x(0), temos que 


OBS: se u(t) = 0
(
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- Corolário

Um sistema é estável se todos os autovalores da matriz A apresentam parte real negativa.

OBS: Os autovalores de uma matriz  A são as raízes de sua equação característica:
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EXEMPLO:
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Logo, o sistema é instável.

7.4- CONTROLABILIDADE
- Definição

O sistema (A,B,C,d) é controlável se, quaisquer que sejam x(0) e x(T), existe u(t) 

 que transfere o estado x(0) para o estado x(T) em um tempo finito.

- Teorema

O sistema (A,B,C,d) é controlável se e somente se o posto da matriz de controlabilidade U (n x np) associada é igual a n.
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OBS: Uma matriz R é dita possuir posto (rank), ((R), igual a m, se existir uma submatriz M (m x m) de modo que o determinante de M é não nulo e o determinante de todas as submatrizes r x r (onde r > m) de A é zero.

Exemplo 1:









Exemplo 2:
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(Não-Controlável)


Justificativa:
Se x1(0) = x2(0)
(
x1(t) = x2(t)



7.5- OBSERVABILIDADE
- Definição

O sistema (A,B,C,d) é observável se para todo x(0), o conhecimento da entrada u(t) e da saída y(t) em um tempo finito é suficiente para determinar x(0).

- Teorema

O sistema (A,B,C,d) é observável se e somente se o posto da matriz de observabilidade V (nq x n) associada é igual a n.
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EXEMPLO:
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((V) = 2 

Não-observável

7.6- REALIZAÇÕES DE FUNÇÕES DE TRANSFERÊNCIA

Dada a seguinte representação em variáveis de estado de um sistema SISO:
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(A,B,C,d) é uma realização de G(s) se:




com
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7.6.1- REALIZAÇÃO NA FORMA CANÔNICA OBSERVÁVEL
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[image: image34.jpg]



7.6.2- REALIZAÇÃO NA FORMA CANÔNICA CONTROLÁVEL
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7.7- REALIMENTAÇÃO DE ESTADO

Idéia: Alocar os pólos de malha fechada (autovalores da matriz dinâmica) usando realimentação dos estados, modificando, assim, a dinâmica do sistema.


Dada uma representação em variáveis de estado de um sistema:
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[image: image39.jpg]




Usando realimentação de estado, cada variável de estado é multiplicada por uma ganho e realimentada para o terminal de entrada, ou seja:




onde 
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Assim, temos:
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OBS: Devemos ter acesso a todos os estados do sistema.
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- Teorema

Se (A,B,C,d) for controlável, usando 

 podemos escolher arbitrariamente os autovalores de (A+BK).

· Método para determinar K (Fórmula de Ackermann)
1- Formar 
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 com os pólos desejados.

2- Calcular K da seguinte forma
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EXEMPLO:


Dado 
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Usando 

, determine K para que os autovalores do sistema sejam -1 e -2.

Solução:
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Simulação:
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Simulação no Matlab:

Script:

% Programa para Realimentação de Estado

whitebg;

A=[1 0;0 -2];

B=[1 1]';

C=[1 1];

d=0;

K=[-2 0];

Aa=[A+B*K]

Ba=[B];

Ca=[1 1];

t=0:0.01:5;

u=0*t;

x0=[1 1]'

[Y1,X1]= LSIM(A,B,C,d,u,t,x0);

[Y,X] = LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0);

plot(t,Y1)

title('Saída sem realimentação de estado')

input(' ')

plot(t,Y)

title('Saída com realimentação de estado')
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7.8- OBSERVADORES DE ESTADO

Para a realimentação de estado é necessário que o estado seja mensurável. Quando isto não ocorre, há a necessidade de construir um dispositivo denominado de observador ou estimador de estado.


Se 
[image: image56.wmf]ˆ
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 é uma estimativa de x, então, na realimentação de estado utiliza-se 
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conhecendo-se A, B e C, e a medição de y e u, constrói-se o estimador. Estudaremos o estimador assintótico:
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Erro entre x  e 
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Para que 
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 (erro entre valor real e estimado do estado nulo) é necessário que os autovalores de (A-LC) tenham parte real negativa.

- Teorema

Se (A,B,C,d) for observável, então um estimador de estado assintótico com quaisquer autovalores pode ser construído.

· Método para determinar L (Fórmula de Ackermann)
1- Formar 
[image: image69.wmf]n
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 com os pólos desejados para o observador.

2- Calcular K da seguinte forma
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EXEMPLO:


Dado 




[image: image73.wmf][

]

101

u

021

y11

éùéù

=+

êúêú

-

ëûëû

=

xx

x

&



Projetar um observador de estado com autovalores -3 , -3

Solução:
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Simulação:
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Simulação no Matlab:

Script:

% Programa para Observadores de Estado

whitebg;

A=[1 0;0 -2];

B=[1 1]';

C=[1 1];

d=0;

L=1/3*[16 -1]';

I=eye(2);

Aa=[A 0*I;L*C (A-L*C)]

Ba=[B;B];

Ca=[1 1 0 0];

t=0:0.01:5;

u=0*t;

x0=[1 1 0 0]'

[Y,X] = LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0);

plot(t,X(:,2))

hold on;

plot(t,X(:,4))

title('Erro entre x2 e x2 estimado')

hold off;
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· Simulação (Realimentação de estado + Observador de estado)
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Simulação no Matlab:

Script:

% Programa para Observadores de Estado + Realimentação de Estado

whitebg;

A=[1 0;0 -2];

B=[1 1]';

C=[1 1];

d=0;

K=[-2 0];

L=1/3*[16 -1]';

I=eye(2);

Aa=[A B*K;L*C (A-L*C+B*K)]

Ba=[B;B];

Ca=[1 1 0 0];

t=0:0.01:5;

u=0*t;

x0=[1 1 0 0]'

[Y,X] = LSIM(Aa,Ba,Ca,d,u,t,x0);

plot(t,X(:,1))

hold on;

plot(t,X(:,3))

title('Erro entre x1 e x1 estimado')

hold off;

input(' ');

plot(t,Y)

title('Saída')
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7.9- SEGUIDORES DE REFERÊNCIA


Para que um sistema descrito por variáveis de estado possa, além de possuir a dinâmica desejada (garantida pela alocação de pólos por realimentação de estado) seguir uma determinada entrada com erro zero, usamos o princípio do modelo interno.


Considere entradas de referência descritas por equações do tipo
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com condições iniciais desconhecidas. Um modelo equivalente para entradas de referência é:
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onde 
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 é a n-ésima derivada de r(t).

Exemplos:

a) Degrau unitário:
r(t)=1 ,  t(0
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Escolhendo xr = r, temos


[image: image88.wmf]r

r

x

0

x

=

&



[image: image89.wmf]r

x

1

r

=


b) Rampa unitária:
r(t)=t ,  t(0
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· Princípio do modelo interno  aplicado a sistemas excitados por entradas de referência do tipo degrau unitário

Considere o sistema 


[image: image96.wmf]u

B

Ax

x

+

=

&



[image: image97.wmf]Cx

=

y



Definimos o erro de rastreamento como:

e(t)= y(t) – r(t)


Das características do sinal de referência, temos:
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Definimos novas variáveis de estado como
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então temos,
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Se o sistema for controlável, então, existe uma lei de controle por realimentação de estado da forma 
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tal que os pólos do sistema aumentado podem ser posicionados arbitrariamente. Desde que escolhido na região de estabilidade, então o ERRO DE RASTREAMENTO será ESTÁVEL. Assim, o objetivo de rastreamento assintótico com erro em regime nulo SERÁ ALCANÇADO. Ou seja, a resposta do sistema abaixo é assintóticamente estável.
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A entrada de controle u(t) é obtida da expressão
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EXEMPLO:


Considere o sistema descrito por:
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Projetar um controlador para que o sistema tenha erro zero para entrada degrau.


Sistema aumentado:
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Matriz de controlabilidade:
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Controlável


Escolheremos os pólos desejados em –10 e -1(j1


Logo 
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Aplicação da fórmula de Ackermann
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Logo,


[image: image112.wmf][

]

10

20

20

-

-

-

=

K



Lei de controle
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Sistema de malha fechada
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Definindo 
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Assim,
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Logo, para o exemplo, o sistema aumentado torna-se:
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Simulação no Matlab:

Script:

whitebg;

A=[0 1 0;-22 -12 -20;1 0 0];

B=[0 0 -1]';

C=[1 0 0];

t=0:0.01:10;

[Y,X]=step(A,B,C,0,1,t);

plot(t,Y)

title('Saída da planta')
[image: image121.png]08
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· Princípio do modelo interno  aplicado a sistemas excitados por entradas de referência do tipo rampa unitária

Considere o sistema 
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Definimos o erro de rastreamento como:

e(t)= y(t) – r(t)

com
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Definindo novas variáveis de estado como:
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temos:
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Se o sistema acima for controlável, então existe
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tal que o sistema aumentado é assintóticamente estável e e(t) ( 0 quando t((

A lei de controle será dada por:
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