Descricoes Espaciais
e Transformacoes
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DescricOes Espaciais e
Transformagoes

01 Descrever objetos no espaco 3D;
0 Formulagd matematica mnsistente;
0 Sistema cordenado unversal
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Notacao

0 Vetorese Matrizes— LetraMaiUscula
0 Escalares— LetraMinlscula
0 Referenciais — Sobrescrito e Subscrito
precedentes
A P — vetor de pasicéo P descrito no
referencia {A}

"R — matriz de rotacio que ifi
B G20 que especifica a
relacéo entre osreferenciais{ A} e {B}
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Notagdo

0 Inverso, transposi ¢ao
R, RT
0 Subscritos suscedentes — nenhuma wrnvengao
especifica
Poy: — posicdo de um parafuso

0 Funcdes trigonomeétricas
cosf;, =cO; =¢
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Descricoes. Posicap, Orientaca
e Referenciais

0 Descricéo de Posicao
0 Descricéo Orientacdo
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Descricéo de Posicéo

0 POSICAO — Definidaem relago aum
referencial pelo vetor “P (3 x 1), denominado
Vetor de Posicéo, que €o vetor P descrito em
relagéo ao referencial {A}:

(P.C
Ap _ L
P= -

R E
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Descricéo de Posicéo

ZA A

AP

{A}

x>
>
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Descricao de Orientacao

0 ORIENTACAO — de um referencial afixado
num corpo, descrita pela Matriz de Rotacéo aR
(3x3), composta pelos vetores unitéarios das
diregbes principais de um referencial {B},
representados no referencia{ A} :

TR CPR CF E
QR:[AXB Ve AZB]: %21 M2 Tosp
Har T FasE
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Descricao de Orientacao

11 Cosenos Diretores

BXB. XA AB. XA 23' XAE
QR:DXB.YA YB.YA %B.YA[
BXB'ZA 5L ZB.ZAE

asb=]al |[b| cosB

Como |a|=| b |=1,entdo,a*b=cos®.
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Descricao de Orientacao

PRI
. - 5 Ugwr L
SR=["Ry M, AZ)=giC
TZik

Portanto, pode-se afirmar que:

AR=gR

Isto sugere que o inverso da matriz de rotagc® €igua a
suatranspaosta, como mostrado a seguir.
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Descricao de Orientacao

D“xTD
0 . .
BRART AYT % AYB AZB] - |3

E’*ZT H
Onde | ; € amatriz identidade 3x3. Portanto:
A R_ B R—l B RT

pela comutatividade do produo escalar.

©1998 Mario Campos 11

Posicao e Orientacéo
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Descricao de um referencial

0 REFERENCIAL — um par congtituido de:
{ORIENTACAO, POSICAO}

{B} ={ 4R Pusse}
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Descricao de um referencial

0 Um referencial (frame) € uma entidade compaosta
de 4 vetores que fornecem informagdo de posicao
e orientacdo. Nafiguraa seguir, um desses vetores
indica aposicao das pontas dos “dedos’ dagarra,
e trés outros indicam a sua orientagao.

0 Por outro lado, um referencial nada mais € do gLe
um sistema cordenado, ao qual, além da
orientagéo, é fornecido um vetor de posicéo que
descreve sua origem em relagdo a um outro
referencial.
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Representacéo Gréfica de Referenciais
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M apeamentos

0 Utili zados para mudar descri¢des de um
referencial paraoutro referencial.

0 Mapeamentos envolvendo referenciais
transladados (sem rotagéo relativa):

AP=Ep+”p

Borg
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Referenciais Transladados
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Referencials Rotacionados

0 Colunas da matriz de rotacéo sao vetores
unitarios e mutuamente ortogonais. Como
consequéncia

Ap— Bp-1_BpT

B |?_AI? _AR
FXIC
Ap — | A A\ A5 _DBAT[
sR=|"Xg Ye ZB]_DYA[
TZik
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Referencials Rotacionados
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Referencials Rotacionados

0 Projecdes dos componentes do vetor AP sobre os
vetores unitarios:

Ap, =X, P

Ap,=, P

Ap, =2
substituindo, temos:

Ap=/REP
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Referencials Rotacionados

©1998 Mario Campos
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Referencials Rotacionados

a,0, 0,0, i0k,C
Ro=5,0 i,0, iy&F
E(Z[[LI szjv kZl:kWE

@ O 0 C

&,9:%) cosf —senGE
B senf cosf E
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Referencials Rotacionados

0 Exemplo: Referencial { B} rotacionado em
relacgio a{A} deZ de 6=3(°:

D866 -0500 0000" or
“R=0500 0866 0000 °P = 20-
A000 0000 1000F MOE

10007

AP=/R°P = 11732 -

2 732 ¢

H0.000 E
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Referenciais Genéricos

0 Descrever BP em relacdo aum frame
intermediario, cuja orientacdo sejaamesmae
{A}, ecujaorigem sga wincidente mm {A}.

0 Realizar asomavetoria para*“descontar” a
translacéo:

Ap=)REP+"P,

org

0 De maneira mais compacta:
Ap—-ATB
P=AT®pP
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Transformagao Homogénea

1.Um “1"é alicionado como dtimo elemento
dcs vetores 4x1.

2.Umalinhacom [0 0 0 ] é adicionada como
dtimalinha da matriz 4x4.

A descricéo de{B} reativoa{A} &
A
sl
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Transformacéo Generica
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Transformacéo Generica

0 Exemplo: Sendo {B} rotacionado 30 graus em
tornp e £, etransladado de 10 unidades ao longo
de Y, ede5 unidades ao longo de X, , encontre
AP, sendo que BP =[3.0 7.0 0.0]".

{B} pode ser definido como:

0866 -0500 0.000 100[]

0

AT:%).SOO 0866 0000 50
5 [0000 0000 1000 0003

Jo 0 o 18
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Transformacéo Generica

SendoP, emrelagioa{B}: °P= E(OE
FD.OE

Temos, finamente, que:

[19.098 [
AP=4T®P = 125627
H0.000 F
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Operadores

0 As mesmas formas matematicas que
utili zamos para mapea pontos entre
referenciais, também podem ser
interpretados como operadores que
transladam pontos, rotacionam vetores, ou
ambos.
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Operador Translaaonal

0 Operador translacional — move um ponto no
espaco de uma distanciafinita, ao longo dadirecéo
de um dado vetor.

— Apenas um sistema @mordenado;

— Mesma matematica de mapeamento de portos entre
referencials;

— Mover um vetor “parafrente” emrelagd® aum
determinado referencial pode ser vista mwmo:

» O vetor movendo “para frente”, ou
» O referencial movendo “paratrés’.
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Operador Translaaonal

©1998 Mario Campos
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Operador Translaaonal

0 Dafiguratem-se que:
AP, = AP, + AQ
ou, de outra maneira:
AP, = Dq(0) APy
onde:
g — magnitude (com sinal) datranslacéo
Q — vetor a0 longo do qual ocorre a
translacdo

©1998 Mario Campos
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Operador Translaaonal

0 Dq (0) —pode ser considerado como uma
transformagdo homogénea do tipo
simples:

m o 0 g0
O

1 0 ¢
ng) v
Q(q)Eﬂ)OquD
® 00 17

once q,, ¢, g, S30 comporentes do \etor Qe

q= [q$+q3+q22
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Operador Rotaaonal

0 Operador rotacional — muda um vetor AP,
em um novo vetor AP,, através de uma
rotagcéo R:

AP, = RAP,
ou:
"P, = R(6) Py
onde R (6) refere-se ao operador rotacional
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Operador Rotaaonal

0 Um operador rotacional “R,(6)" que produz
umarotacéo de 6 graus em torno de um
eixo drecional Z, pode ser escrito em
coordenadas homogéneas:

[cos@ -—senf
6 cos6
R(6) = %‘”’g

0
Ho 0

o »r O O

©1998 Mario Campos
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Operador Rotacional

0 A matriz de rotacao que rotaciona vetores
por meio de algumarotacao R, é
equivalente a matriz de rotacao que
descreve umreferencial rotacionado de R
relativo a unreferencial de referéncia.

©1998 Mario Campos

36




Operador Rotaaonal

0 Exemplo: Calcular o novo vetor AP, obtido através
da rotacéo de 30 graus do vetor AP, em torno de Z

(0866 -0500 0.0000 (000
R,(6)=D500 0865 00003 R =207
000 0000 L000F OIE

(3100007
*P, =R, (6)"R, = 01732 -
H0.000
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Operador Rotaaonal

{A}

v
x>
>
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Operador de Transformaca

0 Operador de transformacao — Como no
caso de vetores de posicéo e matrizes de
rotacéo, um referencial também pode ter
uma outra interpretacdo. O operador T
rotaciona e translada o vetor AP, para
produzir um novo vetor AP,;

AP, =T AP

©1998 Mario Campos
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Operador de Transformaca

0 Uma transformacdo querotacionadeR e
translada de Q é equivalente a
transformacéo que descreve umreferencial
rotacionado de Retransdadado e Q em
relacdo ao referencial de referéncia.

©1998 Mario Campos
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Operador de Transformaca

0 Exemplo: Desgja-se rotacionar o vetor

AP,= [3.07.00.0] " de 30 graus em torno do &ixo
Z,, etrandadé-lo de 10 unidadesem X,e5
unidades emY,. Determinar AP,,.

0866 -0500 0.000 10.00 [BOC [19.09807
. .
%1500 0866 0000 50 L Ap 8o 0
= O Bp=70 P, =T°P = 42562
0000 0000 1000 0000 E{ C 2 ' % 0

HOE H0.000H

o o o 1§

©1998 Mario Campos
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Operador de Transformaca

©1998 Mario Campos
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Resumo das interpretagdes

0 Transformagbes Homogéneas:

1.Descricio de um referencial. 5T descreve o
referencial {B} relativo ao referencial {A}.
Mais especificamente, as colunasde sdo
vetores unitérios que definem as diregdes dos
eixos principais de {B}, e *Pg,4 localiza a
posicdo da origem de {B}.

©1998 Mario Campos
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Resumo das I nterpretagdes

2. Transformagcio de mapeamento. 5T mapeia
*P—"P,

3. Operador de transformacédo. T operaem AP;
para produzir AP,

Referencial — usado para descricfes

Transformac&o — usado mapeanentos ou
operadores

©1998 Mario Campos
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Transformagoes Compostas

— Nafigura aseguir, oreferencial {C} é conheddoem
relacéo ao referencial {B}, e o referencial {B} é
conhecido em relacéo ao referencial {A}. Pode-se
transformar P em BP;

Bp=ETP
— etransformar BP em AP:
AP:’QT 5p

— defininda
aT=oTer

©1998 Mario Campos 45

Transformagoes Compostas
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Transformagoes Compostas

Em termos das descri¢bes de {B} e {C}, temos:

+"P, O

AT — Corg Borg
CT -"1lrTrt---—-—----"---"-"-"--"—-""—-"—-""-"-"—-"—"—"———

©1998 Mario Campos a7

Invertendo uma Transformacéao

0 Inverter amatriz 4x4 —mais caro
0 Fazer uso da estrutura da transformada:
— 2T pode ser encortrado a partir de R

ede "Puy,
BsA — BpA B
( I:)Borg)_AR PBorg+ PAorg
B —_ _BpA — ApTA
F)Aorg - AR F)Borg - BR I:)Borg
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Invertendo uma Transformacéao

Logo, po@-se escrever:

E, como consequéncia:

oT=4T

©1998 Mario Campos 49

Equacoes de transformacoes

K)/
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Equacéo de Transformagdes

Dafigura anterior temos que:
U U
DT_ AT ST
ou, também:
U U C
DT_ BTE:TDT

igualando-se as duas expresses acima, tem-se;

AToT=gT T ot
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Equacéo de Transformagdes

x

{B} (G}
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Representagdes de Orientacéo

1 Matrizes de rotacdo:
— Todas as colunas séo mutuamente ortogonais;
— Colunas possuem magnitude = 1,
— Matrizes ortonormais proprias (det = +1);

E posdvel representar rotagdes em 3D com
menos do que 9 parametros?

©1998 Mario Campos
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Representagdes de Orientacéo

0 Formula de Cayley para matrizes ortonormais:

Para qualquer matriz ortonormal propria
R, existe uma matriz S, uma matriz skew-
symmetric, tal que:

R=(3-9%(;+9

©1998 Mario Campos
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Representagdes de Orientacéo

0 Umamatriz skew-symmetric (S= — ') de
dimensdo 3 é especificada por 3 parametros

(Se S S):
0o -s s O
S=ps 0 -s
Hs s 0f

Como consequéncia, qualquer matriz de
rotacao 3x3 pode ser especificada goenas por 3
parametros.

©1998 Mario Campos
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Representagdes de Orientacéo

0 Mais fécil visualizar trans agoes.

0 Mais dificil especificar e visuali zar
rotacoes.

[ Rotagdes ndo sdo comutativas:

*RERZSRER

©1998 Mario Campos
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Representagdes de Orientacéo

Exemplo:
0866 -0500 0.000] 0000 0000 0.000 ]
R,(30) = 500 0866 00007 R, (30) = 000 0866 -05007
FO00 0000 1000F 000 0500 0866 [
87 -043 00000 87 -050 0000
R.(30R,(30) = 050 075 -043F% R, (30R,(30) = H43 075 -050°
00 0000 087H 025 043 087F

©1998 Mario Campos
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Representagdes de OrientacOes

0 Convengdes de conjuntos de angulos: 24
— Sequéncias de 3 rotagdes
— 12 angulosfixos
— 12 angulos de Euler

— Dualidade reduz o nimero de parametrizacoes
Unicas pararotagé para apenas 12.

©1998 Mario Campos
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Angulos Fixos X-Y-Z

0 Angulos Fixos X-Y-Z
Iniciar com o referencial {B} coincidente comum
referencial conhecido {A}. Primeiramente,
rotacione {B} emtorno ce X, de umangulo y,
rotacione, entdo, emtorno ce Y, deumangulo
B, e finamente rotacione emtorno de Z, de um
angulo a.

0 Também conheddo como roll, pitch e yaw.
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Angulos Fixos X-Y-Z
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Angulos Fixos X-Y-Z

ERxvz (v, B, @) = Rz (a)Ry (B)Rx (¥)

ca -sa OmcB O sprm1r 0 0[O

_ M o, 0
—%a ca 050 1 o%) oy -syp
G0 0 10FsB O cBEd sy cyQd

[cacB casPsy —sacy casfey + sasy ]
= %acﬂ saspsy + cacy sasfcy — casy%
B-s6 cPsy cfey O

©1998 Mario Campos

61

Angulos Fixos X-Y-Z

0 Problemainverso: 9 equacoes e 3
incognitas.

[FaCB CaspsSy — SaCy CaSfCy + SaSy[] [f11 TI12
%acﬁ saspsy + cacy  Saspey - Casy 5== 321 r22
A-s8 cBsy iy B 3 ra2

©1998 Mario Campos
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O

"
230,
33
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Angulos Fixos X-Y-Z

CB = \ran® +
B = Atan2 (‘r31, N r212)
[Fpq 110
a = Atan2 , = secB#0
3 cﬁH (secB £ 0)
D32 r331

y = Atan2 %

ﬁag (secB £ 0)

©1998 Mario Campos
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Angulos Fixos X-Y-Z

0 Atan2 (y,x) calculatan™ (y/x), mas utilizao
sinal de x ey paradeterminar o quadrante
gue contém o angulo resultante.

Exemplo:
Atan2( -2.0, -2.0) = -135%°
Atan2(2.0,2.0) = 45°

©1998 Mario Campos
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Angulos Fixos X-Y-Z

0 Mdltiplas solucdes podem existir, nesse caso
calcula-se o resultado de forma que
-900 < B < +900

0 Se B =+900° , asolugdo anterior degenera.
Nesses casos, adiferenca entre o e y pode ser
calculada. Asume-se que a = 0.0°.

Se 3 =90.0° tem-se que:

B=90.0°; a =0.0°; y= Atan2(r,,,r )
Sef=-9200°

B=-90.0°; a=0.0°; y=— Atan2(ry5,r)

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-X

0 Angulosde Euler Z-Y-X
Iniciar com o referencial {B} coincidente comum

referencial conhecido {A}. Primeiramente,
rotacione {B} emtorno ce Z;de umangulo a,
rotacione, entdo, emtorno ¢kt Yg de umangulo
B, e finamente rotacione emtorno de Xg de um
angulo y.

0 Rotagdes reali zadas em torno dos eixos do

referencial movel.

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-X

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-X

ER v (@, B, y) =g R RER = Ry (a)Ry (B)Rx (v)

ca -sa OMiecB O sBml O 0[O

_ i o0
= %a ca 0H0 1 o%) oy -svp
50 O 1EFsB O cBE® sy cy@d

[cacB casfsy —sacy casfecy + sasy]
= %acﬁ sasfsy + cacy sasfcy — casyg
G-sB cPsy cfey O

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-X

0 Trés rotagbes em torno de &gulos fixos
produzem a mesma orientacdo das mesmas
trés rotacoes reali zadas em ordem oposta
em torno dos eixos dos referenciais moveis.

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-Z

0 Angulosde Euler Z-Y-Z

Iniciar com o referencial {B} coincidente comum
referencial conhecido {A}. Primeiramente,
rotacione {B} emtorno ce Z;de umangulo a,
rotacione, entdo, emtorno ¢kt Yg de umangulo
B, e finamente rotacione emtorno de Z; de um
angulo y.

0 Rotagdes reali zadas em torno dos eixos do
referencial movel.

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-Z

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-Z

ERzvz: (@, B,y) = Rz (a)R(B)Rz (v)

[ca -sa OmcB O spaoey -sy 00

=%a ca O%O 1 O%y cy og
=[0] 0 18FsB 0 cBEE0 0 1

[cacfey — sasy —casfsy —sacy casf]
= %acﬁcy +casy -sasfsy + cacy sasﬁg
8 -sbey sBsy cB O

©1998 Mario Campos
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Angulos de Euler Z-Y-Z

ER vz (a,B,Y) =

[cacfcy —sasy —casBsy —sacy casf [My fp h[30
= %GCﬁCV +casy -—sasBsy +cacy sasP B= %21 22 rzag
8 —sBecy spsy CB B [z rp r30

SesB £ 0
B = Atan2 (m , r33)
a = Atan2 (r3/sB, ry3/sB)
y = Atan2 (r3p/B, —r31/sP)
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Angulos de Euler Z-Y-Z

0 Mdltiplas solucdes podem existir, nesse caso
calcula-se o resultado de forma que
00 < 8 <1800

0 Se B =00 oufB =1800° ,asolucdo anterior
degenera. Nesses casos, adiferencaentrea ey
pode ser calculada. Asaume-se que a = 0.0.

Se 3 =0.0° tem-se que:

B=0.0°; 0 =0.00; y=Atan2(—,r1;)
Se 3 = 180.0° tem-se que:

B=180.0°; a =0.0°; y = Atan2(r 15, 1;)
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Angulo-eixo Equivalentes

0 Angulo-eixo equivalente
Iniciar com o referencial {B} coincidente comum
referencial conheC|do{A} Rotacione {B} em
torno de um vetor “K de um angulo a,
seguindo a regra da maodireita.
0 Qualquer orientagdo pode ser descrita por
meio de umarotagd em torno de um eixo
genérico.

©1998 Mario Campos
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Angulo-eixo Equivalentes

©1998 Mario Campos
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Angulo-eixo Equivalentes

Okekv0 + 0 kg vO — kSO kv + K, SO0
Rz (6) = VO +k;s8  kykvO +cO  kykv8 - kesf
Hkxk,vO — kysB  kyk,vO + ks kk,vO +co H

onceve =1- cosBe "R =[k, ky k]

©1998 Mario Campos
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Angulo-eixo Equivalentes

11 N2 r13g
sR«(6) = %21 2 Ta3p
b1 32 rasd

A +Df32 ‘rzsg
6=Acos%II 22 7733 o K= —-r
o1 — 1128

©1998 Mario Campos
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Angulo-eixo Equivalentes

0 Problemas:

— A solucdo anterior calculao valor de BentreO e
180 gaus. X

. A
— Existe um outro par, (‘ K "9) gue resultana
mesma orientacao No espaco.

— Pequenas rotagOes angulares resultar&o em um
eixo “mal-definido’. No limite, quando a
rotacao tende para zero, 0 eiXo de rotagdo se
tornaindefinido. A solucéo anterior falha para
0 =0°0u B =180°.

©1998 Mario Campos
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Angulo-eixo Equivalentes

0 Exemplo: Referencial { B} iniciamente
coinci dente aom {A}. Rotaci one{ B} emtorno do
vetor * [O 707 0.707 O. O] (passando pela
origem), de um angulo 8 = 30°. Qual a descricéo
do referencia { B} ?

10933 0067 0354 00(
Al 50.067 0933 -0354 o.og
® T 30354 0354 0866 000

Hoo 00 00 10H

©1998 Mario Campos
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Angulo-eixo Equivalentes

nExemplo: Referencia { B} inicialmente coincidente
com {A}. Rotacione {B} de um angulo 9 30° em
torno dovetor AK =[0.707 0707 00]", passando
pelo ponto P =[10 20 30]". Qual adescricdo do
referencial {B}?

Definem-se, doisreferenciaisintermediarios{A’} e
{B’}, com amesma orientacdo de {A} e{B}, mas
transladados em relacéo a{ A} de um “off-set” que
coloca as duas origens no eixo de rotacéo.
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Angulo-eixo Equivalentes

{A"} ~

7

{B’}

AP
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Angulo-eixo Equivalentes

Temos, aseguir, {A'} relativoa{A} e{B} rdativoa{B'}:

1.0
-

H):o

©1998 Mario Campos

00 00
10 00
00 10
00 00

100 0 00
0

205 5y ©0 10

300 0O 00

10H o 00

00
00
10
00

-100

_onU
2'0D

-300

10 H
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Angulo-eixo Equivalentes

— Pode-se, agora, rotadonar { B’} relativoa{A’},

em torno de um eixo que passa pelaorigem,
sabendo-se que ndo hauve trans agdo:

Al
BT

©1998 Mario Campos

N0933 0067 0354 00(
_ £0067 0933 -0354 007
T 30354 0354 0866 00[

H 00

10H

00 00
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Angulo-eixo Equivalentes

Finalmente, pode-se escrever a equacéo que clcula
atransformacao que descreve o referencial { B} em
relacdo ao referencial {A}:

A= AT 4TET

00933 0067 0354 -1137
O _ O
’éT _ D0.067 0933 -0354 113 0
[+0.354 0354 0866 0050

Hoooo 0000 0000 100H
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Parametros de Euler

0 Uma outra representacéo de orientagdo. Em
termos do eixo equivaente - T
e do angulo equivalente 8, oS par Smektos 98 Euler
s4o dados por:

€1 = kx sen
€2 = ky sen

ga:kzsen

NDd oD DD

[
&4 = COS _
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Parametros de Euler

0 As quatro quantidades ndo sdo independentes, mas
pode-se escrever que:
£f+£§+£§+£§:1
gue pode ser visualizado como uma hiper-esfera
unitaria no espaco quadri-dimensional.
0 Visto como um vetor 4x1, os parametros de Euler
s80 conhecidos como quatérnios unitarios
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Parametros de Euler

0 A matriz de rotac&o Re, equivaente ao conjunto
de &gulos de Euler € dada por:

(1 - 252 - 253 2(5152 - 5354) 2(5153 + 5254)5
Re = % €162 + £3¢4) 1~ 267 - 2¢3 2(5253 +e1e4)
Hl(slsa +g264) 2(g263 + £184) 1~ 2¢5 - 25 H

©1998 Mario Campos 88




Parametros de Euler

0 Dada uma matriz de rotac&o, os parametros de
Euler equivalentes 50 dados por:

~f2~M3 . . _M3~ M3

€ ;
! 454 2 454

o1 — I 1
g3= 2 A2 gy = Ly +ryp + g
4, 2

0 N&o é muito uil, computacionalmente falando, se

representar rotagtes de 180° (g,= 0).
0 Todos 0s €; permanecem no intervalo [-1,1].
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Transformacéo de Vetores Livres

0 Vetores como velocidade e forca seréo
transformados de maneira diferente.

0 Dois vetores s0 iguais, setiverem amesma
dimensdo, magnitude e diregdo. Podem, no
entanto, posalir diferentes linhas de agcdo, como
mostrado nafigura a seguir.

0 Dois vetores s80 equivalentes segundo certa
capaddade, quando produzem o mesmo efeito
nessa capacidade.
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Transformacéo de Vetores Livres

7

‘/V//

A
‘Y
>

>
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Transformacéo de Vetores Livres

0 Um vetor delinha refere-se aum vetor que,
juntamente com a magnitude ediregéo, é
dependente de sua linha de ag&o, no tocante a
definicdo de seu efeito.

0 Um vetor livre refere-se aum vetor que pode ser
posicionado em qualquer lugar do espago sem
perda ou mudanga em seu significado, enquanto
sua magnitude edirecdo forem preservadas.
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Transformacéo de Vetores Livres

0 Um vetor de momento € sempre um vetor livre. Se
tivermos um vetor de momento BN, pode-se
calcular esse mesmo vetor em termos do
referencial {A}:

AN=5REN

OU Sgja, apenas a matriz de rotacdo € neaessaria
para mape&|o.
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Transformacéo de Vetores Livres

0 Damesmamaneira, o vetor vel ocidade descrito
em relacdo a{B}, BV, pode ser descrito em relagdo
a{A} como:

A. A_B. .

0 A velocidade de um ponto € um vetor livre. Na
figuraaseguir, se r ~, entéo a ~

©1998 Mario Campos

94




Transformacéo de Vetores Livres
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Consideragdes Computaaonais

0 A ordem em que & transformacdes $0
apli cadas faz grande diferenca em termos da
computacdo necessaria. Por exemplo,
existern duas possbili dades bésicas de se
perfazer mlti plas rotacdes no vetor de
posicéo AP:

A~ A_B~C_D-
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Consideragdes Computaaonais

0 Multiplicar as trés matrizes de rotacéo, e depois
multiplicar pelo vetor:

SR=ERERSR
Ap=ARPp
0 Calcular R requer 54 multiplicacdes e 36
adicbes, e amultiplicacdo fina pelo vetor requer
mais 9 multipli caces e 6 adicdes, perfazendo um
total de 63 multiplicacOes e 42 adicOes.
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Consideragdes Computaaonais

0 Semultiplicarmos o vetor pelas matrizes, umaa
uma

P=ARERSR"P
P=BRCR P
P=ER"P
Ap_p
teremos um total de 27 multiplicaces e 18

adicbes, menos da metade, se comparado com o
método anterior.

A
A
A
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Consideragdes Computaaonais

0 Em alguns casos podem existir indmeros
PP, que serdo transformados em AP, . Neste
caso seramais eficiente calcular-se 4R
apenas umavez eutili za-lo nos
mapeanentos posteriores.

©1998 Mario Campos 99

Consideragdes Computaaonais

0 Um método mais eficiente de se cdcular o produto
de duas matrizes de rotagéo ,ACOBN Menos
de 27 multiplicagdes e 18 adicOes. Onde  sdo as
colunasde , e s_S30 as colunas damatriz
resultado. G

Ci= é RL1 ,

~ A ~

C2=BRL2,

Gz Grix o |
requerendo 24multiplicagdes e 15 adicoes.
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